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Apresentação 


Este livro é o Complemento para o Professor do volume 10, Geo- 
metria espacial (posição e métrica), da coleção Fundamentos de 
Matemática Elementar. 

Cada volume desta coleção tem um complemento para o pro- 
fessor, com o objetivo de apresentar a solução dos exercícios mais 
complicados do livro e sugerir sua passagem aos alunos. 

É nossa intenção aperfeiçoar continuamente os Complementos. 
Estamos abertos às sugestões e críticas, que nos devem ser enca- 
minhadas através da Editora. 

Agradecemos aos professores Arnaldo Bento Rodrigues, Carlos 
N. C. de Oliveira, Luiz Belloni Jr., Roberto Périgo e Sonia Regina Ca- 
vallini a colaboração na redação de soluções que são apresentadas 
neste Complemento. 
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¡ANUIES — Introdução 


1. Resolvido. 
2. Infinitas. 
Demonstração 


Consideremos dois pontos distintos 
do espaço A e B. Esses pontos deter- 
minam uma reta r. Consideremos um 
ponto C do espaço, fora de r. Os pon- 
tos A e C determinam uma reta s e os 
pontos B e C determinam uma reta t. 
Desse modo, podemos construir “tan- 
tas retas quantas quisermos”, isto é, 
construir “infinitas” retas. 


3. a) A, B e C são colineares. 
Temos 3 retas, a saber: 
AD, BD, CD, e a reta que pas- 
sa porA,BeC. 


b) A, B, C e D não são coplanares. 
Temos 6 retas, a saber: 


AB, AC, AD, BC, BD e CD. 


4. Temos três possibilidades: 
12) os pontos são colineares: Ae rBerCerDEr 


Neste caso os pontos não determinam plano, mas por eles passam 
infinitos planos. 
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22) os pontos são coplanares: 
a=(A,B,C)DE a 


Neste caso os pontos determinam um só plano, que é o plano a. 


3º) os pontos não são coplanares: 
a = (A,B,C); D éa 


Neste caso os pontos determinam quatro planos: 
a = (A, B, C), B = (A, B, D), y = (A, C, D) e ò = (B, C, D). 


Resolvido. 


As pontas das pernas de uma mesa de 3 pernas determinam um 
único plano, que coincide com o plano do piso. 

As pontas das pernas de uma mesa de 4 pernas podem determinar 
quatro planos distintos. 


Resolvido. 
Infinitos. 


Justificativa 
Dois pontos distintos determinam uma reta à qual eles pertencem e 
por essa reta passam infinitos planos. 

Demonstração 

r e s são paralelas distintas 

t é concorrente com re com s 
rnt= (A) s N t= {B} 
(r #s,r⁄/s)=>a=(s) 

(a =(,s, AEr) >A€Ea 


> ÀB Ca>tCa 
(a =(rs,BESsS)>BEa 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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Resolvido. 


Seja a o plano (r, P). 

As retas distintas re s são paralelas. 
Seja a' o plano (r, s). 

(a! =(1,s),PES)>0' = (r, P) >a'= a 
Sea'=aerCa,entãosCa. 


pois eles podem ser colineares. 
, pois o ponto pode pertencer à reta. 
pois a concorrente está contida no plano das paralelas. 


A 
Demonstração (pelo método indireto) 


ABCD é um paralelogramo => AB // CD > 3a | ABC a, ČD Cas 
>A€a, BEa,CEa,D E a (0 que é absurdo, pois ABCD é um 
quadrilátero reverso). Logo, ABCD não é paralelogramo. 


NS 


Resolvido. 


Demonstração (pelo método indireto) 

As diagonais AC e BD não são reversas > AC e BD são coplanares > 
=>3ala=(AC,BD)>A€aBEaCEa,DEa. (E isso é 
absurdo, pois ABCD é um quadrilátero reverso.) 

Logo, as diagonais AC e BD são reversas. 


Não são obrigatoriamente reversas. 
Podem ser paralelas, concorrentes ou reversas. 


Resolvido. 


V b) V 

F, pois elas podem ser reversas. 
V (Elas têm ou não têm pontos comuns. Se têm, a classificação é V.) 
V 

F, pois elas podem ser coincidentes. 


pois elas podem ser paralelas. 
F, pois elas podem ser concorrentes. 
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19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


j) F, pois elas podem ser reversas. 
k) F, pois elas podem ser paralelas. 
D 


pois re s podem ser paralelas. 


pois re s podem ser reversas. 


pois re s podem ser paralelas. 


FZRSS2070 
m<mn<<m<m 


pois re s podem ser reversas. 


pois eles podem ser coincidentes. 


pois a interseção deles é uma reta. 


<<<m<m<< 


ZMILLLzYa 


Resolvido. 


Existe um ponto O tal que AB n CD = (0) e assim recaímos no exer- 
cício anterior. 


Resolvido. 
anpB = RS 
Justificativa 


REerrCasREa 
B=(S.R=>REB 
Analogamente, SEANBK 


[=Reang 


>a nf, =RS 


As circunferéncias distintas C, e C, 


tém um diámetro comum AB. 

Então: 

CG, N C, = {A, B} 

(a interseção é um conjunto de 2 pontos). 
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26. ABN a = {0}, AC N a = {P} e 
BC N a = {R}. 


Seja B = (A,B, C)ei= a N B. 
A pd l 
«> 50 Ei 
ABNa=(0)>0€a 
Analogamente, temos PE ie RE. 


Como O, Pe R pertencem aie ij é 
única, segue que O, Pe R são 


colineares. 

27. Resolvido. 

28. Resolvido. 

29. anNnB=tadDrpBoOs,r/serzAs. 
Demonstração 


Basta notar quer Zser//s 
determinam um plano y que 
temos “três planos distintos 
(a, B e y), dois a dois secantes 
(«NB=taNy=sBNy=s), 
segundo três retas distintas, e 
duas delas são paralelas (re s), 
então todas as três são parale- 
las (t/ret/s). 


30. Sendo B N y = x, temos três planos, dois a dois secantes: 
anNng=aaNy=beBNy =x. Surgem duas possibilidades: 


1º) Se ae b são concorrentes. 
Neste caso as três retas a, b e x incidem num ponto. 


2?) Se ae b são paralelas. 
Neste caso a reta x é paralela à reta a e paralela à reta b. 


31. São aplicações do teorema dos três planos secantes. 
a) (a=BNyb=aNyc=aNBeanc=(P)=>anbn c= {P} 
b) (a=BNyb=aNyc=anNnfea/c)>(b/aeb/c) 
c) (a=BNnyb=aNyc=-anB)>(APlanbnNc=t(Pjou 
a/ba//ceb//c) 
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ANNA — Paralelismo 


32. 
ABCD é um quadrilátero reverso. 
M é o ponto médio de AB. 
N é o ponto médio de AD. 
P é o ponto médio de CD. 
Q é o ponto médio de BC. 
Vamos provar que MNPQ é um pa- 
ralelogramo. 
Demonstração 
No AABD: MN // BD, MN = PB... 
_2 | > (MN /PQ e MN = PQ) > 
No ABCD: PQ // BD, PQ = > 
= MNPQ é paralelogramo. 
33. 
Demonstração 
1º paralelogramo: MNPQ — provado no exercício anterior. 
2º paralelogramo: MSPR — demonstração análoga à do 1º; basta 
considerar AABC e ADBC. 
3º paralelogramo: NSQR — demonstração análoga à do 1º; basta 
considerar AACD e ABCD. 
34. MNPQ é paralelogramo = MP N NQ = (X) e X é ponto médio de MP. (1) 


MSPR é paralelogramo => MP N RS = (Y) e Y é ponto médio de MP (2) 
De (1) e (2) temos: X = Y. 
Logo, MP N NQ N RS = {X}. 
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35. b 
pee “í Construção 
1) Consideremos uma reta a e um 
ponto P, tais quea CaeP Éa. 
2 aCaPÉa>P as 
>J|b,PEbeb/a. 
Prova (de que b//a) 
(bZab/aalCa)>b/a 
Observação: O problema tem infinitas soluções. 
36. 
r Construção 
1) Consideremos um ponto P tal 
que P&r. 
2) Pér>ds|Peses//r. 
3) Tomemos um ponto Q fora de s 
e do plano (r, s). 
4) Q es determinam o plano a. 
Prova (de que a // 1) 
(r4S,r//s,sCa,rZLa)>a/r 
Observação: O problema tem infinitas soluções. 
37. Resolvido. 


38. r/ar/BanBp=i=r7'i 
É: Demonstração 


Por um ponto P € i, vamos construir 
uma reta s paralela a re vamos pro- 
var que s = i. 

(r/a PEa,s/rtrPEs)>sCAa 
(r/B,PEB,S/tPEsS)>sCB 
(sCascB)>s=aNp>s=i 
Como s//res = i,vem quei//r. 
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39. 


40. 


41. 


42. 


(a/ba/)>(b/aoubCa) 


Demonstração (pelo método indireto) 

As retas a e b, paralelas e distintas, determinam um plano B. 

Se be a forem concorrentes e sendo P tal que b N a = {P}, teremos: 
PebbcêB >PegB 
bNa=(P) >Pea 


Então: b Ni = {P}. 
Em B, teríamos a // b e b concorrente com i. Logo, a e i seriam con- 
correntes, o que é absurdo, poisi Ca ea N a = Ø, por hipótese. 


[= alenp-ierei 


Construção 


E 
Consideremos um ponto P em s. 
Por P conduzimos r' paralela a r. 


r' e s, concorrentes, determinam 
um plano a. 


Prova (de que a // r) 
MArr/ra>r)>a/r 


Demonstracáo 


Consideremos um ponto P qualquer, 
da reta s. 

Por ele construímos a reta r' // r. r'e 
s concorrentes determinam um pla- 
no a, que é paralelo a r (exercício 
anterior). 

Por outro ponto Q qualquer, de s, 
conduzimos uma reta t paralela a r. 
A reta t está em a, conforme vimos 
no exercício 37. 


Ñ 


Construção 


Por P construímos uma reta r para- 
lela à interseção i. 


Prova (de que r // a e r // pB) 
Za, r/iiCa)>r/a 
CEBr/iicp=>r/B 
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43. Resolvido. 
44. 1º caso 


O ponto pertence a uma das retas. 
Neste caso o problema não tem solução. 


2º caso 


O ponto e uma das retas determinam um plano paralelo à outra reta. 
Neste caso o problema não tem solução. 


3º caso 


a = (r, P), a não é paralelo a s. 
B = (s, P), B não é paralelo a r. 
Neste caso o problema tem solução. 


r 
Construção 


Por P conduzimos r' // r. 

Por P conduzimos s' //s. 

As retas r' e s' concorrentes de- 
terminam um plano y. 


S 


Prova (de que y // re y // s) 
Ar Cypri Ey) ry 
(S'/s,s'Cy, sy) >s/⁄/y 


45. Existem infinitos pontos P. São os pontos que com uma das retas 
determinam um plano paralelo à outra. 


46. Demonstração (pelo método indireto) 


Se existissem dois planos distintos, a e a', ambos paralelos a r, 
passando por s, teríamos: 

r//a,r//a', s=aNa' >r//S, 

o que é absurdo, pois contraria a hipótese (r e s são reversas). 


47. a) F, pois a reta pode estar contida no plano. 


b) V 
c) V 
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48. 


49. 


50. 


51. 


d) V 

e) V 

f) F, pois a reta paralela ao plano pode ser reversa à reta do plano. 

g) F pois as retas do plano podem ser paralelas a reta dada. 

h) F, pois a reta e o plano não têm ponto comum. 

i) F, pois a reta que é concorrente com o plano pode ser reversa a 

retas desse plano. 

j) V 

k) F, pois as retas distintas podem ser concorrentes ou reversas. 

I) V 

m) V 

n) F, pois passam infinitos planos. 

a) F, pois a reta pode encontrar uma e ser paralela à outra. 

b) V 

c) F, pois existem planos que passam por uma e são paralelos à outra. 

d) F, pois o ponto pode determinar, com uma das retas, um plano 
a 


paralelo à outra. 


a*Ba/BaCa=sa//B 


Demonstração 
(enB=Dac)j>anNBp=9>a/B 


Construção 


Consideremos as retas re s tais que: 
rCa,sCa,rfMs=(P) 

Por P construímos r' //res' // s. 

As retas r' e s' concorrentes determinam um plano a'. 
Prova (de que a' // a) 

MArr/rrCar Za)j>r//a 
(s'Zs,s'/ssCas' Ca)>s'//a 

("Cas Car Ns' =(P),r//a,s //aj)>a'//a 


(a 4B,a/B,an =(0) > a e a são concorrentes. 


Demonstracáo 


Vamos analisar as posições relativas de a e a e chegar à tese, por 
exclusáo. 
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1º) Sea C a, como O E a, então O E a. 

Se O E a, como O E B, então O E a N B,o que é um absurdo, 
pois contraria a hipótese. 

Logo, a La. 


2º) Se a // a, existe uma reta a' // a, a' C a e, então, a' // B. 
(a'/B,0€EB,0€a,a/a)>acsB, 

o que é absurdo, pois contraria a hipótese. 

Logo, a não é paralela a a. 


Por exclusão, a e a são concorrentes. 


52. (a 4B,a/B,BNy=i=ae y são secantes. 
Demonstracáo 
y a 

| Basta considerar em y uma reta a con- 

corrente com i. 
A Como B % y, concluímos que a é con- 
DAY corrente com f3 e, como a e B são pa- 
ralelos, então a é concorrente com a 


num ponto O. 
Então: O0E€a,aCy>0€Ey. 


Conclusão: (O E€ y, O E a, a # y) > 0 E a N y >a e y são secantes. 
53. Resolvido. 
54. 
Demonstração 


Por hipótese, AD // BC. 

ley B, yY Na = ÁB, y Nn B = TD) > 
= AB // CD 

Logo, AB // CD. 


(AD // BC, AB // CD) => ABCD é paralelogramo => AD = BC. 
55. (a//B,a//B)>(a//a0uaCa) 


Demonstracáo (pelo método indireto) 


Se existe P tal que {P} = a Na, como a // B, então a e B são concor- 
rentes, o que é absurdo, pois contraria a hipótese (a // B). 
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56. 


57. 


58. 


59. 


Resolvido. 
(a/y,B/Yy>a/B 


Demonstracáo (pelo método indireto) 


Se a e B têm um ponto P comum, de duas uma: 
1º) a = B, e neste caso eles são paralelos (a // B), ou 


2º) a # B, e neste caso teríamos por um ponto (P) dois planos dis- 
tintos (a e B) paralelos a um terceiro plano (y), o que é absurdo, pois 
contraria a propriedade provada no exercício 56. 


la'a, B'A Ba NB =i Ssa NB' Siei 
1º parte: Vamos provar que a' N B' = i', pelo método indireto. 


Negar a tese significa, nesse caso, que a' // B'. 

Se a' //B' e a' // a, então a //B'. 

Se a' // B' e B' // B, então a // B, o que é um absurdo, pois contraria 
a hipótese. 


22 parte: Vamos provar que i' //i. 


Se a'/aeaN B= i, então a' N B =i", i" ~i. 
Se B'/Bea' N B' = i', então a' N B S i", i" yi. 


Conclusão: (i" // 1,1" //1) =1//1'. 


Demonstracáo 


Sejam r e s duas retas reversas e a o plano por r, sendo a //se Bo 
plano por s, sendo B // r. 


Os planos a e B sáo paralelos, pois cada um contém duas retas 
concorrentes, ambas paralelas ao outro. 


Se existisse um plano a', distinto de a, por r 
e paralelo a B, teríamos 
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((CarCa,az£a)>5 a Na =r 
a/BsCB>s// a > 
a/psCcp=>xs/0 


> S // r, o que é absurdo, pois r e s são reversas. 
Logo, por r só passa a paralelo a B. 
Analogamente, por s só passa ß paralelo a a. 


60. 1º) Se a C a, o problema não tem solução. 
2º) Se a//a e BB = (a, P) é paralelo a a, o problema tem infinitas 
soluções em ß. 
3º) Se a//a e B = (a, P) não é paralelo a a, o problema não tem 
solução. 
4º) Se ae a são concorrentes, acha-se a reta i, interseção de a com 
B = (a, P). 
Por P, traca-se a reta x paralela à i. 
A reta x é a solucáo. 


61. 1º caso: Não existe plano paralelo às três retas. 


Neste caso, o problema admi- 
te uma única solução. 

Basta conduzir por s um plano 
paralelo a t e por r um outro 
plano paralelo à reta t. A in- 
terseção dos dois planos é a 
reta x pedida. 


2º caso: Existe plano paralelo às três retas. 


Neste caso, o problema não tem solução. 
Qualquer reta paralela à reta t concorrente com r está num plano 
paralelo à reta s, não podendo ser concorrente com s. 


62. Seja a NB =t. A partir daí recaímos no exercício anterior. 

63. Basta tomar um ponto P numa das retas e a solução do problema 
é a reta x interseção dos planos determinados por P e pelas outras 
duas retas. 


No 1º caso o ponto P não pode ser nenhum dos pontos A, B, C, D, E 
ou F da figura da teoria. São pontos de uma das retas que com uma 
delas determinam um plano paralelo à outra. 
No 2º caso o problema sempre tem solução. 
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64. F, pois a reta de um deles pode ser paralela ao outro. 


, pois não têm nenhum ponto comum. 

V 

f) F, pois as retas estão em planos paralelos, não podendo assim 
ter ponto comum. 

g) F, pois uma reta de um deles pode ser reversa a uma reta do 
outro. 

h) V 

i) F, pois podem ser secantes. 

j) F, pois podem ser secantes. 

k) F, pois podem ser secantes. 

1) F pois podem ser secantes. 

m) F, pois as retas distintas precisam ser concorrentes. 

V 
F, pois a reta pode ser paralela ao outro plano. 


a) 
b) V 
c) V 
d) F, 
e) 


(0) 


65. a) F, pois a reta pode ser paralela às outras duas. 

b) V 

c) V 

d) F, pois a reta paralela a uma delas pode ser reversa às outras 
duas. 


66. 


f) F, podem ser perpendiculares entre si, oblíquas entre si, parale- 
las entre si, reversas entre si. 

g) F, vide o item f. 

h) V 
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(oo RO NT) — Perpendicularidade 


67. 
A E 
Demonstração 
[a D 
(AB 1 BC, BC // DE, 
AB e DE reversas) > 
N y =AB_LDE 
B E 
68. Resolvido. 
69. 
A 
Demonstracáo 
1) (ABL BC, AB 1 CD) = 
B > AB 1 (B, C, D) > 
=> AB 1 BD 
C D 
2) (BD L AB, BD L BC) = BD 1 (A, B, C) = BD L AC 
70. Resolvido. 
71. Basta determinar o plano que passa por uma aresta e pelo ponto 
médio da oposta e recair no exercício anterior. 
Demonstração 
Seja M ponto médio de BC e 
seja a = (A, M, D). 
(BC L AM, BC 1 DM) =>BC La 
(BC L a, AD G a) > BC L AD 
72. Resolvido. 
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73. (alsaNa=(0,bcCa0&EbcCa,0€EcbnNc=(Risea, 
SRibj=>blLc 


Demonstração 


Seja B = (a, c). 

(ala, bCa)>alb 
(bla, b L SŘ, a N SR = {S}, a C B, 
SR c B)>b1B 
(bLB,bNB={R}REc, 
ccB)>bic 


74. O ângulo é reto. Basta ver o teorema das três perpendiculares. 
75. (alranr=(0)rla,rNa=(P)O0X*%P)>a/a 
Demonstracáo 
a 
Seja B = (a, r). 


(anp=a,Pea,rlarNa =P), 


a'Co,Pea)>ria 
a (rLa,rma=(0), 
rLa',rNa' = {P}, 
FREE OZPaCpaCpj>ala' 


(a/a,a'Ca)>a//a 
76. (s//a,t//a,s//tals,¡alt=>2ala 


Demonstracáo 


moss'//set'/t. 
(s//s',s//a,0€a,0Es)>s'Ca 
(t//t1,t/a,0€a,0E€Et)>t Ca 
(als,s/s)=>azls' 
(alttt/t=>azlt 


Pa 
NG Por um produto O do plano aœ conduzi- 
t 


Conclusão: (a 4 s',a Łt',s' Ca,t'Ca,s nt = {0} >a La. 
77. V 
F, pois pode ser ortogonal a retas do plano. 
V 
F, pois as retas distintas devem ser concorrentes. 
V 


a) 
b) 
c) 
d) 
) 


e 
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f) F pois as retas distintas devem ser concorrentes. 
g) V 
h) F, pois a reta pode ser oblíqua ao plano. 
i) V 
j) V 
k) V 
1) F, pois a reta pode ser paralela ao plano. 
m) V 
n) V 
Resolvido. 
Resolvido. 
a) (al1rBplr=>a/B 
1° caso: a = KB e então a // B 
2º caso: Para a # ß, utilizaremos o método indireto de demons- 
tração. 
r Se a # B e têm um ponto P comum, 
vem: 
LA p Por P, dois planos distintos perpen- 
OSP diculares a uma reta r, o que é um 
eS absurdo, pois contraria o fato de 
Esp que por um ponto P pode-se condu- 
zir um único plano perpendicular a 
uma reta r (exercício anterior). 
b) Resolvido. 
c) (a/bala)>alb 


Demonstração 
1º caso 


Se a // b, sendo a = b, temos: 
(a=bala)>adlb. 


2º caso 


Sea/beanb=D, 
temos: 

a Na = (A) 

b N a = {B} 
Consideremos em a duas retas c e d concorrentes. Temos, então: 
(ala, cCa,dCa)>(alciala) 
(alciald,a/b)>(bLc,bla) 
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81. 


Conclusão: 


(blLeblLdcCa,dCa,ced concorrentes) > 
>b1(c,d>bla. 


(ala,bla)>a//b 


Demonstracáo 


1º caso: a = b >a/⁄/b 


2º caso: Se a Y b, precisamos provar que a N b = Øe que a e 


b são coplanares. 


12 parte 


2? parte 


Se a e b tém um ponto comum, veri- 
fica-se um absurdo, pois contraria o 
fato de que por um ponto fora de um 
plano passa uma única reta perpendi- 
cular ao plano. 

Logo, a N b = Ø. (1) 


Sejam: 

{A} = a N a; {B}=bNa; 

B = (a, B); B' = (b, A). 

Consideremos uma reta r em a, sendo 
r perpendicular à reta AB. 

O plano B é perpendicular a r em A, 
poisa Lre ÁB 1r. 

O plano B' também é perpendicular a 
r em A, pois b é ortogonal a re AB Lr. 


Então, os planos Bf e B' coincidem e as retas a e b são coplanares. (2) 


Conclusão: de (1) e (2) vem que a // b. 


(atlae,biB,a/B)=>a//b 


Demonstração 


(exercício 80, parte b) 
(exercício 80, parte d) 


Sw 
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84. 


85. 


86. 
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(ala,blfB,a/b)>0a/B 


Demonstracáo 


(a//b,a.La)=b La (exercício 80, parte c) 
(b1a,b_1B)= a/ B (exercício 80, parte a) 


(ada alfB>(BIb,b la) 


a) Construcáo 
1) Da hipótese podemos afirmar 
que a e B são secantes. Seja ¡a 
interseção de a e B. 
2) Em B, construímos uma reta 
b perpendicular à reta i. 


b) Prova (de que b La) 


(aLßB,b C B) => bla 


- +r>bli(a)>bla 
construção bli 


(aCaalb>(bCf Bla) 


a) Construcáo 
Seja P o ponto de intersecáo de 
b com a. 
Em a, consideremos a reta i, por 
P, perpendicular a reta a. 
Seja B = (b, i). 


b) Prova (de que B 1 a). 
bla bNa=(P)aCa,PEaj=>bla 
(albal;bni=(P)>al(b)>ale. 


Resolvido. 
(alfB,alB)>(a/aouaC a) 


Demonstracáo 


De duas, uma: ou a e a têm um ponto comum ou não têm. 
Se a e a não têm ponto comum, a // a. 

Se a e a têm um ponto comum, pelo exercício anterior, a E a. 
Logo,a//ao0uaCa. 
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87. 


88. 


89. 


90. 


91. 


(a/B,ylLa)=>yZ18B 
Demonstracáo 


ylesS(yDa,ala) 
(«/Bala)>alB 
(y>a alB)=oy.B 


(a/a, pla=>Bla 
Demonstracáo 


(a/a)>(W4b,b/a,bCa) 
(a/b Bla)>Blb 
(«DbbiB)SoalLB 


Resolvido. 


(alfBjalyi=BNnyY=>=aLli 


i Demonstração (pelo método indireto) 


é [5 Se a reta i não é perpendicular a a, por 


uma reta (i) não perpendicular a um 
plano (a), temos dois planos distintos 
(B e y), ambos perpendiculares ao pla- 
no a, o que é um absurdo, pois contra- 
ria o que foi demonstrado no exercício 
anterior. 


F, pois dois planos secantes podem ser oblíquos. 


) 
) 
) F, pois existem retas de um deles paralelas ao outro. 

) E pois pela reta passam infinitos planos perpendiculares ao pla- 
o dado. 

) F pois os planos podem ser paralelos entre si. 

) F, pois eles podem ser perpendiculares entre si. 

) 

) 

) 

) 

) 
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NOVA — Aplicações 


92. 


93. 


94. 


95. 


96. 


97. 


(AB // a, A' B' = proj, AB) > AB = A' B' 
Demonstração 


AA'BB' é um retângulo e AB e A'B' 
são lados opostos desse retângulo. 
Logo, AB = A' B'. 


Resolvido. 


V 
F, pois pode ser um ponto. 
F, pois pode ser um ponto. 


V 
V 
V 
F, pois um dos segmentos pode ser perpendicular ao plano. 

F, pois os segmentos oblíquos ao plano podem não ser paralelos 


entre si. 
F, pois pode ser um segmento. 


a) 
b) 
c) 
d) 
e) 
f) 
g) 
h) 
n 
i) 


F, pois podem ser reversas. 
V 
V 
V 
V 
V 
V 


As posições relativas das projeções ortogonais, sobre um plano, de 
duas retas concorrentes podem ser: 

a) duas retas concorrentes, se o plano delas não é perpendicular ao 
plano de projeção; 

b) duas retas coincidentes, se nenhuma delas é perpendicular ao 
plano de projeção, mas o plano delas é perpendicular a esse plano; 
c) uma reta e um ponto dessa reta, se uma delas é perpendicular 
ao plano de projeção. 


As posições relativas das projeções ortogonais, sobre um plano, de 
duas retas reversas podem ser: 

a) duas retas concorrentes, se os planos projetantes são secantes; 
b) duas retas paralelas, se os planos projetantes são paralelos; 

c) uma reta e um ponto fora dela, se uma delas é perpendicular ao 
plano de projeção. 
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98. 


99. 


100. 


101. 


102. 


103. 


104. 


Resolvido. 


(r' = proj, r, s' = proj, s,r' 1s',s//a ou s C a, r não é perpendicular 
aa)>rls 


Demonstracáo 


(s//aous Ca,s' = proj, s)=>s'//s 
(s //s,ris)>szir 


Sendo ¡a intersecáo dos planos projetantes 
de re de s, temos: (i La, i Ls', s ⁄/s') => 
>s Li 

(slr,si)>sl(,M)>sadr 


(rlLs,r = proj, 5 S' = proj, S, r' Ls',réobliquaaa)=>(s/aousCa) 
Demonstração 


É análoga aos dois exercícios anteriores. Basta provar que 
s'l(rr)esl(rr'). 

Ses' 1 (r,r)es 1 (r, r'), então s' // s. 

s//s  >(s//aousCa) 


a) F, pois a distância entre P e A é maior que a distância entre Pe a. 
b) F, pois contraria a definição de distância entre um ponto e um plano. 
c) F, pois a distância é um segmento de reta cujos extremos são o 
ponto e o pé da perpendicular ao plano conduzida pelo ponto. 

d) V 

e) F, pois contraria a definição de distância entre reta e plano para- 
lelos. 

f) F, pois contraria a definição de distância entre reta e plano para- 
lelos. 

g) V 

h) F, pois contraria a definição de distância entre planos paralelos. 
i) V 

j) F, pois contraria a definição de distância entre duas retas reversas. 
k) F, pois a distância entre duas retas reversas é um segmento de 
reta contido na perpendicular comum e cujos extremos pertencem, 
cada um deles, a uma das retas. 


Resolvido. 
Não, pois o segmento e o plano podem ser paralelos. 


Resolvido. 
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107. 


108. 
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Basta considerar o ponto médio M do segmento AB e a reta r' pas- 
sando por M e paralela a r. 


Os planos que passam por r' são as soluções do problema. 
O problema apresenta infinitas soluções nos três casos possíveis, 
destacados a seguir: 


1º caso: re AB são concorrentes. 


Infinitas soluções: qualquer plano a que contém r' é paralelo a r e 
equidistantes de A e B. 


2º caso: re AB são paralelos. 
Infinitas soluções: qualquer plano a paralelo a r é equidistante de A e B. 
3º caso: re AB são reversos. 


Infinitas soluções: qualquer plano a que contém r' é paralelo a r e 
equidistante de A e B. 


Basta considerar o ponto médio M do segmento ABeo plano que 
passa por M é perpendicular a r. 


Se r L AB, o problema admite infinitas soluções. Caso contrário, a 
solução é única, quer re AB sejam concorrentes, quer sejam para- 
lelas ou reversas. 


Analisando as posições relativas de AB e a, temos: 
1º caso: AB // a ou AB Ca 


Neste caso, qualquer plano paralelo a a é solução do problema. 
Temos, então, infinitas soluções. 


2º caso: AB é concorrente com a. 


Neste caso, o plano paralelo a a construído pelo ponto médio de AB 
é solução do problema. Temos, então, uma única solução. 


Basta considerar M, ponto médio de AB, e por esse ponto conduzir 
uma reta r, perpendicular a a. Qualquer plano que passa por r é so- 
lução do problema. O problema tem infinitas soluções. 


Sejam M, N, P os respectivos pontos médios de BC, AC e AB. 
Existem quatro infinidades de planos que são soluções do problema. 
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110. 


111. 


112. 


1º) Os infinitos planos do feixe de planos paralelos ao plano deter- 
minado pelos pontos A, B, C. 

2º) Os infinitos planos do feixe de planos que passam por MN. 

3º) Os infinitos planos do feixe de planos que passam por MP. 

4º) Os infinitos planos do feixe de planos que passam por NP. 


Sejam, M, N, O os respectivos pontos médios de BC, AC e AB. 

Se P Æ (A, B, C), o problema admite quatro soluções, a saber: 

(P, M, N); (P, M, O); (P, N, O) e o plano que passa por P e é paralelo 
a (A, B, C). 

Se P pertence ao plano (A, B, C) e P náo pertence a MN, MO e NO, 
o problema tem solucáo única: o próprio plano (A, B, C). 

Se P pertence a MN ou a MO ou a NO, o problema apresenta infi- 
nitas soluções: são os planos que, nessas condições, passam por 
MN ou por MO ou por NO. 


Sejam os pontos M, N, P Q, R, S os respectivos pontos médios de 
AB, AD, CD, BC, BD e AC. (Ver na figura um tetraedro ABCD e um 
octaedro MNPQRS.) 


O problema admite sete soluções, a saber: 
(M, N, S); (M, Q, R); (P, Q, S); (N, R, P) 
(paralelos às faces do tetraedro ABCD) 
plano (M, N, P, Q), plano (M, S, P, R), plano 
(N, S, Q, R) 

(planos dos paralelogramos, paralelos a 
duas arestas opostas) 


1) Por P conduzimos uma reta e perpen- 
dicular a a. 


2) Por e conduzimos um plano B, B qual- 
quer. 


3) Em fB, conduzimos uma reta g tal que 
eg = 90º — 6. 


A reta g, assim construída, passa por P e forma ângulo 6 com o 
plano a. O problema admite infinitas soluções (só em B há duas): 
são as geratrizes de uma superfície cônica de revolução de vértice 
P, eixo e e ângulo de abertura igual a 90º — 6. 


Fundamentos de Matemática Elementar | 10 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


113. É análogo ao exercício anterior, item por item. 


1) Por P conduzimos uma reta e perpendi- 
cular a a. 


2) Por e conduzimos um plano B, B qual- 
quer. 


3) Em B conduzimos uma reta g, concor- 
rente com e em P, tal que 
eg = 90º — 9. 


Conclusão: 


A reta g, construída, passa por P e forma ángulo 6 com o plano a. 
O problema admite infinitas soluções (só em B há duas). São as 
geratrizes de uma superfície cônica de vértice P, eixo e e ângulo de 
abertura 90º — 6. 


114. 

1) Construímos por P uma reta g 
que forma ángulo € com a (exer- 
cício anterior). 


2) Construímos uma reta tem a, t 
perpendicular a g. 


3) O plano B pedido é o plano de- 
terminado por P et. 


Obs.: O plano B é tangente à superfície cónica de revolução de gera- 
triz g, vértice P e ángulo de abertura 90º — 6. 


115. Resolvido. 
116. Resolvido. 


117. S é a superfície esférica de diá- 
metro OP. 
1? parte: Seja X E S,X#0eX%#P. 
O plano (X, O, P) intercepta S numa 
circunferência À de diâmetro OP e 


XEN. 
Daí vem que OX é perpendicular 
a PX. 
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118. 


119. 


Consideremos um plano a, passando por OX, sendo perpendicular 
ao plano (X, O, P). 

O ponto X é pé de uma perpendicular (PX), conduzida por P, a um 
plano (a) que passa por O. 


2? parte: Seja Y, Y # O e Y 4% Po pé da perpendicular PY a um plano 
B que passa por O. 


A reta PY é perpendicular á reta OY, pois PY é perpendicular a B em 
Ye0€EB. 

Entáo, o ponto Y pertence a uma circunferéncia de diámetro OP e o 
ponto Y pertence a superfície esférica S. 

Notemos que os pontos O e P também tém a propriedade do lugar 
geométrico. 


Conclusáo: S é o lugar geométrico pedido. 


P' é a projeção ortogonal de P sobre a. 
A é a circunferência, contida em a, de 
diámetro OP. 


1? parte: SejaXEA,X4%0exzXP!. 
(XE A X #0,X = P') > OXP' é reta > 
=> OX L P'X 


Sendo ÒX L PX, pelo teorema das trés perpendiculares (exercício 
72), vem que PX 1 OX, 
Sendo PX 1 OX, o ponto X tem a propriedade do lugar. 


2? parte: Seja Y, Y € a, Y 4 O, y 4 P' e tal que OY 1 PY. 

Pelo recíproco do * teorema das trés perpendiculares (exercício 73), 
vem que OY L PY. 

(OY LPY, Y e a) > OP' é reto >Y E 


Por fim notemos que os pontos O e P' também gozam da proprieda- 
de do lugar geométrico. 


Conclusão: À é o lugar geométrico procurado. 


Considere o plano perpendicular a r 
conduzido pelo ponto P e seja O a in- 
terseção dele com a reta r. 

À é uma circunferência de diâmetro 
OP contida no plano considerado. 


Agora prove que todo ponto de À tem a propriedade e que todo 
ponto que tem a propriedade do enunciado (é pé de perpendicular) 
pertence a à, de modo análogo ao feito no exercício 117. 
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ANOVA — Diedros 


120. 


121. 


122. 


123. 


124. 


125. 


126. 


127. 


Resolvido. 
Resolvido. 
Resolvido. 
Resolvido. 


Na seccáo reta temos a situacáo da figura abaixo. 
p 3 y 


ò: bissetor de ay 
8 ô': bissetor de yB 


(ay + yp = 90°; að = dy; yô' = 5'B) =00' = dy + yò' = 
ay y WB ay +yp _ 90º = 45° 


O plano de rôs determina uma seção reta no diedro aß. O ângulo 
rOs e a seção reta são ângulos de lados respectivamente perpendi- 
culares e portanto são congruentes ou suplementares. 

Como rôs = 50º, vem que aß mede 50º ou 130º. 


50º B 


O ângulo x mede 40°. 
Então, o diedro aß mede 80°. 


Basta traçar uma seção reta e obter ângulos que são opostos pelo 
vértice. 
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128. 


129. 


130. 


131. 


132. 


133. 


Recai em ângulos de lados respectivamente paralelos que são con- 
gruentes ou suplementares. Se um deles mede a, o outro mede a ou 
180º — a. 


Resolvido. 


No espaço Na seção reta 


Como P pertence ao bissetor do diedro aß, PP" = PP" e AOPP' = 
= AOPP". 
PP" 


No AOPP", temos: sen 60º = oF PP' = 543. 


Na seção reta, temos: 


2 Se MM' = MM" = 5 cm, então M perten- 
60° 60° ce ao bissetor do diedro aß. No AOMM' 
M' his temos: 

cos 600 = MM 1-3 0m= 
a 5 cm [5 cm B OM 2 OM 
M 
= 10 cm 


B A distância do ponto P até a aresta do die- 
16mm . dro aß é a diagonal do retângulo PP'OP". 
p (OP)? = (OP')2 + (PP')2 = 
Ter = 16? + 12? = 4005 
O P a = OP = 20 cm 


Na seção reta 
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No AOM'M temos: 


sen 60º= W > = NO -D aom SO só e 1 em: 


5 OM J3 


134. Resolvido. 


Na figura ao lado, temos: AB = 75 cm; 
a AC = 50 cm; BD = 55 cm. 
5 E Como o diedro af é reto, o AABC é retán- 
Le gulo em C. Aplicando Pitágoras, temos: 
P BC? = 752 — 50? > BC? = 3125. 


O triângulo BCD é retângulo em D. Aplicando o teorema de Pitágoras, vem: 
CD2 = BC? — BD? = 3 125 — 3 025 = 100 = CD = 10 cm. 


135. 


136. No espaço Na seção reta 


Os triângulos OPP' e OQQ' são semelhantes e, portanto, 


A E o e, T 
P OP 9 OP 


137. Na figura abaixo, temos: 


AC = 6 cm, BC = 8 cm e AABC é retân- 
gulo em Ĉ. Por Pitágoras calculamos 
AB = 10 cm. _ 

O segmento CH é altura do AABC > 
> (BC) - (AC) = (AB) - (CH) > 


>8:6=10- (CH=CH = & 


No A retângulo CHC', temos: 


sen 60? = CC! 5 co = 24.43 - 19483 qm 
C 5 2 5 
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138. Na seção reta, temos: PP' = PP" = 10 cm. 
No quadrilátero PP'OP", temos: 
120º + 90º + x + 90º = 360º > x = 60º. 
No APP'P", temos: 
60º + 2a = 180º > a = 60º > 


= APP'P" é equilátero > P'P" = 10 cm. 


139. 


a) Aplicando a lei dos cossenos no AAHD, 
temos: 


son= [28] + (22) - 
-( mia ima ) - cos 120º 


= (AD? = 3M? , 3m? , 3m? _ 
4 4 


Je sen 60° = PÈ y “2 SD o 
O HD 2 my3 


Fundamentos de Matemática Elementar | 10 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


140. a) V b) V 
c) F, pois pode ser paralelo à outra face. 
d) F, pois a soma das medidas dos diedros vale 52º. 
e) V 
141. a) V b) V 
c) F, pois podem ser adjacentes. 
d) V e) F f) V 
g) F, pois a secção pode não ser normal. 
h) V i) V j) V 
142. a) V b) V c) V d) V e) V f) V 


143. Resolvido. 
144. Resolvido. 


145. 1º caso 
AB ortogonal a r (aresta do diedro) 


Neste caso, a conclusão é imediata, pois 
o AAOB é isósceles. 


2º caso 
AB não ortogonal a r 


Sejam: 
B' = proj, B 
A' = proj, A 


BB, 1 r AA, Lr 


= ângulo de AB com a 


= ângulo de AB com B 


Condicáo necessária 
¿=6= AM, = BB, 
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146. 


147. 


Demonstração 


Os triângulos ABA' e BAB' são congruentes (hipotenusa comum, 
a = P) e, portanto, BB' = AA'. (1) 


ANLB> A Lr|— o 
= AA, A' é seção reta do di (r) 
AA Lr 

Analogamente, BB,B' é secáo reta do di (r). 

Logo, AA,A' = BB,B'. (2) 


AA L B = AA' LA1A' > AMA, é retângulo em A'. (3) 
Analogamente, ABB'B, é retângulo em B'. (4) 
(1), (2), (3) e (4) > AMA, = ABB'B, > AA, = BB, 


Condição suficiente 
AA, = BB, >â = 56 


Demonstração 


Sequência: 
1) Hipótese > AAA'A, = ABB'B, > AA' = BB' 
2) AABA' = ABAB' =â = b 


Resolvido. 


Resolvido. 
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CAPÍTULO VI — Triedros 


148. Resolvido. 
149. Resolvido. 
150. Seja x a medida da terceira face. 
a) 0° < x < 180º (1) 
b) x + 110° + 140° < 360° = x < 110° (2) 
c) 1 140° — 110° | < x < 140° + 110° > 30° < x < 250° (3) 
((1); (2); (3)) = 30° < x < 110° 
151. fi = X; f, = 2x — 60°; f, = 30° 
a) x < 2x — 60° + 30° => x — 2x < - 30° > x > 30° (1) 
b) 2x — 60° < x + 30° => x < 90° (2) 
c) 30° < x + 2x — 60° > 90° < 3x > x > 30º (1) 
d) x + 2x — 60° + 30° < 360º > 3x < 390° > x < 130º (3) 
((1); (2); (3)) > 30° < x < 90° 
152. Seja x a medida das faces do triedro. 
a) 0< x< 180° (1) 
b) Ix=x|<x<x+x=>0<x<2x (2) 
Cc) x+tx+x< 360º > x < 120º (3) 
((1); (2); (3) > 0 < x < 120º 
153. Resolvido. 
154. a) F, pois uma das faces é maior que a soma das outras duas. 
b) V 
c) F pois a soma das faces deve ser menor do que 360º. 
d) V 
e) F 
f) F pois as semirretas podem ser coplanares. 
g) V 
155. Consideremos cada reta dividida em duas semirretas por V e tere- 
mos determinados 8 triedros, a saber: 
1) Vír, s, t) 5) V(r', s',t') 
2) V(r', s', t) 6) V(r, s', t') 
3) Vír, s', t) 7) V(r',s,t') 
4) Vír s, t') 8) V(r', s', t) 
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156. Resolvido. 


157. a) Se d, = 90º, d, = 90º e d} = 90º no polar, temos f} = 90º, 
f, = 90º e f, = 90º e, portanto, existe o triedro. 
b) Se d} = d, = d} = 60º, no polar temos f} = f, = f, = 120º e o 
triedro não existe porque 120º + 120º + 120º = 360º. 
c) d} = 200"; d, = 300º; d, = 100º 
Neste caso não existe o triedro porque d, + d, + d, = 600º 
e 600° > 6 retos. 
d) d} = 120º; d, = 200°; d, = 15° 
Neste caso não existe o triedro porque 
15° + 180° < 120° + 200°. 
e) d} = 125°; d, = 165°; d} = 195° 
Neste caso não existe o triedro porque 
125° + 180° < 165° + 195°. 
f) d} = 175°; d, = 99°; d} = 94° 
Neste caso não existe o triedro porque 
94° + 180° = 175° + 99°. 
g) d, = 100%; d, = 57°; d} = 43° 
Neste caso existe o triedro. 
h) d} = 110°; d, = 100°; d = 70° 
Neste caso existe o triedro. 
158. Não, porque no polar teríamos: 
fi = 140º, f, = 130° ef, = 120º e 140º + 130º + 120º > 360º. 
159. Sejam 90º, x, y as medidas dos diedros do triedro. 
a) 180º < 90º + x + y < 540° = 90° < x + y < 450º (1) 
b) 90° + 180° >x +y =x +y< 270º (2) 
(1) e (2) > 90° < x + y < 270° 


160. d, = x, d, = 60°, d, = 110º 
No polar temos: 
fi = 180° = x, f, = 120°, 1, = 70° 
0° < x < 180°. (1) 
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(180º — x) + 120º + 70º < 360º > x > 10º (2) 
120º = 70º < 180° = x < 120º + 70° = 

> — 130° < x < 10° = 130° > x > — 10° (8) 
((1), (2) e (3) > 10° < x < 130º 


161. Resolvido. 


162. Resolvido. 


163. AH: altura do A equilátero ABC > AH = a3 


Se o AABC é equilátero e o triedro é trirretângulo, então os triângu- 
los 
VAB, VBC e VAC são retângulos e congruentes. 


No AVAB temos: (AB)? = (AV)? + (VB)? = (2 = 2x2 > x = La 


No A retángulo VAO, temos (AV)? = (VO)? + (AO)?, em que VO é a 


distáncia procurada e AO = A (AH). 


Substituindo: 


2 2 
2 3 2 2 


164. a) V 
b) F, pois no polar teríamos: f, = 140º, f, = 110º ef, = 110º e a 
soma das faces do triedro não seria menor do que 360º. 
) V 
) F, pois as faces do triedro podem não ter a mesma medida. 
) F, pois cada face do triedro é menor que a soma das outras duas. 
) F, pois as retas r, s, t podem ser coplanares. 
) 
) 


V 
V 


c 
d 


e 
f 
g 
h 
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165. 


166. 


Seja V(a, b, c) o triedro onde o diedro de 
aresta Va é reto. 

Sejam a, b, c as medidas das faces bc, ac e 
ab respectivamente. Devemos provar que: 
cos a = cos b: cos c. 


Demonstração 


Tomemos um ponto A em Va e tracemos a seção reta do diedro de 
aresta Va (que é reto) determinando B em Vb e C em Vc. 
Nomenclatura: 


AV =xAB=yeAC=z 

VB=t,VG=seBC=r 

AVAB:t2=x2+y2ex=tcosc (1) 

AVAC: s? = x? + z2? e x = s cos b (2) 

ABAC: 12 = y? +22 (3) 

A lei dos cossenos no triângulo VBC nos dá: 

r? = t? + s? — 2ts cos a 

Substituindo r de (3), t de (1) e s de (2), vem: 

y? + 22 = (X + y?) + +22) -2: — : — «cosa 
cosc cosb 

Daí vem que cos b - cos c = cos a. 


VA = VB = VC = 9 cm 


Os triângulos VAB, VBC, VAC e ABC são congruentes e equiláteros e 
seus lados medem 9 cm. 


No triângulo retângulo VAP, temos: 
(VA)? = (AP)? + (VP)? em que 


VA =9cme 
vP = 214 = 2.298 - 3/3 om. 
3 3 2 


Substituindo, temos: 
81 = AP? + 27 > 
=> AP = V54 => AP = 346 cm. 
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167. Resolvido. 


168. Resolvido. 


169. 


Seja V(a, b, c) o triedro e os planos (a, a"), (b, b') e (c, c'). Tomemos em 
a, be c, respectivamente, os pontos A, Be C, tais que VA = VB = VC. 
As bissetrizes a', b' e c' determinam os pontos médios M, Ne P 
nos lados BC, AC e AB do triângulo ABC. As medianas AM, BN e CP 
interceptam-se no ponto G, baricentro do AABC. Os planos (a, a”), 
(b, b') e (c, c') têm os pontos comuns V e G que são distintos, logo têm 


a 


VG comum. 


170. 


Como no problema anterior, temos: 

A€ a,B € b,C €c tais que VA = VB = VC. 

As bissetrizes a' e c' determinam os pontos médios M e P nos lados 
BC e AB do AABC. 

Se M é o ponto médio de BC e P é o ponto médio de AB = MP // AC. 
Como AVAC é isósceles > b' // AC 

(b' // AC, MP // AC) > MP // b' > MP e b' determinam um único 
plano. 

Conclusão: as bissetrizes a', b', c' estão no plano determinado por 
MP eb'. 
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171. 


172. 


173. 


174. 


Consideremos o plano a perpendicular à aresta Va, por um ponto 
A E Va, A 4 V. Este plano determina B em Vb e C em Vc. Sejam AM, 
BN e CP as alturas do AABC e H o ortocentro desse triángulo. 

{H} = AM N BN N CP 

VA L a => (BC Ł VA e BC L AM) > BC 1 (V, A, M) > (V A, M) L (b, ©). 


Analogamente, temos: 
(V, B, N) L (a, c) e (V, C, P) L (a, b). 


Conclusão: 


Os planos (V, A, M), (V, B, N) e (V, C, P) são, respectivamente, os 
planos a, B e y do enunciado e têm a reta VH comum. 


Hipóteses Tese 


Vx C (b, c)eVx L Va 
Vy C (a, c)eVy L Vb? = Vx, Wy, Vz são coplanares 
Vz C (a, b)eVz L Vc 


Demonstração 


Conduza os planos a, B e y, do exercício anterior. Esses planos têm 
uma reta comum VH. 


Vx 1 VH em V 
Vy L VH em V? > Vx, Vy, Vz são coplanares 
Vz 1 VH em V 


Resolvido. 


x < 120º + 140º + 90º =x < 350º (1) 
x + 120º + 140º + 90º < 360º > x < 10º (2) 
(1) e (2) > 0° < x < 10° 
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x < 20° + 30° + 120° >x < 170° (1) 

x + 20º + 30º + 120° < 360º = x < 190º (2) 
120° < x + 20° + 30° 

70° < x >x > 70° (3) 

(1), (2) e (3)) => 70° < x < 170° 


x < 10º + 20º + 30º + 40º + 50º + 160° > x < 310º (1) 

x + 10º + 20º + 30º + 40º + 50º + 160º < 360º = x < 50º (2) 
160º < x + 10º + 20º + 30º + 40º + 50º > 10° < x =x > 10º (3) 
((1), (2) e (3) => 10º < x < 50º 


a) Neste caso náo existe o ángulo poliédrico porque 
150º > 40º + 60º + 30º. 

b) Neste caso não existe o ângulo poliédrico porque 
100º + 120º + 130º + 70º > 360º. 

c) Existe. 

d) Existe. 

e) Existe. 


a) Com todas as faces iguais a 60º podemos formar ângulos polié- 
dricos de 3 faces, 4 faces ou 5 faces. 

b) Com todas as faces iguais a 90º podemos formar ângulos polié- 
dricos de 3 faces ou 4 faces. 

c) Com todas as faces iguais a 120º, não é possível formar ângulo 
poliédrico. 


O número máximo de arestas de um ângulo poliédrico convexo cujas 
faces são todas iguais a 70º é cinco. 
Sendo n inteiro, temos: 


n-70<360»n< SP >n=5 
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O RENA — Poliedros convexos 


180. Resolvido. 


181. Designemos por: 
F}: nº de faces triangulares > F} = 3 
F,: nº de faces quadrangulares > F} = 1 
Fs: nº de faces pentagonais > F, = 1 
F¿: nº de faces hexagonais > Fẹ = 2 
F=F,¿+E,+F +F=>F=7 
3:-3+1:-4+1:-5+2-6 
2 
Da relação de Euler: V- A+F=25V-15+7=25V=10 


A= >A=15 


== 20 
2 


183. A=V+6 Da relacáo de Euler: 

F=? V-A+F=2> 

>V-(V+6)+F=2>F=8 

185. Fz: nº de faces triangulares 

F,: nº de faces quadrangulares 

Fo = 

FR =F,=>F= 2F, +1 

V=11 

Y 3F, +4F, +5:1 E ES 
2 2 


7F, +5 
V-A+F=2=311- 4 2F,+1=2=>F,=5 
F=26+15F=2:5+15F=11 


186. F}: nº de faces triangulares 
F,: nº de faces quadrangulares 
A=20eV=10 
V-A+F=2>10-20+F=2=>F=12 
3F, + 4F, 
Fa + Fa = 120 == = 20 nos dão: F} = 4e F} = 8 
187. Resolvido. 


189. V=5+7+9+8=29 


a 5:34+7:44+9:5+8:6  15+28+45+48 _ gg 
2 


2 
(V-A+F=2,V = 29,A = 68) > F = 41 
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194. Dados: F} = 2k, F, = 3k A=2V 
F=F,+F¿=>F=5k 
2A = 3F, + 4F, > 2A = 6k + 12k >A = 9k 
V-A+F=2>9k-2-9k+2-5k=4-k=4 
F=5k>F=5-4=F=20 


195. F,=F+2eV=7 
F=FR +F +F >F=F +2 +2 


| oamara 
2A = 3F, + 4F, + 5F, > A= 2F, + 4F, +3 


V-A+F=2,V=7,A=2F-1)>sF=6sfF,+t2F +2=6> 
> F, + 2F, = 4 

Daí temos que F, = 4 — 2F, e, sendo F¿ um número inteiro positivo, o 
único valor para F. que resulta F, também inteiro e positivo é F. = 1. 
Logo, F¿ = 1 e F, = 2, e então: F} = 3. 


196. Nomenclatura: V, A e F para o poliedro primitivo, e V', A' e F' para o 
novo poliedro. 
F= E t 
A=24>V+F=26 
A = 24 > 3F, + 4F, = 48 (2) 
PeR =R +lev. == 
2A' = 4F} > A' = 2F} > A' = 2F' 
Substituindo A' na relação de Euler no novo poliedro, vem: 
VV-A+F=2>V-2F'+F=2s>sV-F=2> 
>(V-1)- (F + 1)=2=>V-F, = 4 (3) 
Substituindo V de (3) em (1), temos: F, + 2F, = 22. (4) 
Resolvendo o sistema (2) e (4), vem: F} = 4 e F} = 9. 
Portanto, F = F, + F}, = 4 + 9 = 13. 


over +R =2 0 


197. F-a+b+c 
a: +bm+cen 


2 
Como A é um número inteiro e positivo, então af + bm + cn deve 


ser número par. 

V-A+F=2>2V=2+A-F 

al + bm + en 
2 


A= 


V=2+ — (a Fb FC) 
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198. 


200. 


203. 


204. 


205. 


206. 


207. 


208. 


_ 4+al +bm+ecn-—2a-—2b-—2c 


V 
2 

V= 4 + alf — 2) + b(m — 2) + c(n — 2) 
2 

Resolvido. 

A = 28 


F= F; + F => 2A = 3F, + 7F, > 3F, + 7F, = 56 (1) 

S = 64r > (V — 2) - 4r = 64r > V = 18 

(V-A+F=2,A = 28, V = 18) sF = 12 > F, + F, = 12 (2) 
De (1) e (2) vem: F} = 7 e F, = 5. 


O poliedro é o dodecaedro regular: A = 30, F = 12, V = 20. 

Ao retirar as três faces adjacentes a um vértice comum, retiramos 
3 arestas e o vértice comum. Ficamos então com F' = 11, A' = 27 e 
V' = 19 e notamos que V' — A' + F' = 1 vale para a superfície 
aberta que restou. 


Resolvido. 
Resolvido. 
Resolvido. 


Designemos por: 

Va: o número de ángulos triedros 

Va: O número de ángulos tetraédricos 
Vs: O número de ángulos pentaédricos 
Ve: O número de ângulos hexaédricos 
etc. 

Temos de provar que 

Va + V; + Vy +... é par. 


De fato: 
3V, + 4V4 + 5V; + 6V + 7V7 +... = 2A > 
>V} + V; + V3 +... = 2A — 2V3 + 2V; + 2V; + 3V; + 3V; +...) = 


= 2ja V¿— 2V, — 2V; — 3V 


e 7 3V; — ...), O que prova a tese. 


Usando a mesma nomenclatura dos problemas anteriores e saben- 
do que: 

2A = 3V} + AV, + 5V; + 6V + 7V; +... 

V =V; t Vi tV; tV tV +t.. 
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e que V — A + F = 2 (relação de Euler), temos: 

2V — 2A + 2F = 4>2F=4+2A-2V> 

=> 2F = 4 + (SV, + 4V} + 5V; + 6V, + 7V; + ...) — 

— 2(V3 + V} + V; + Ve + V; +...) > 

> 2F = 4 + V} + 2V, + 3V; + 4V; + 5V; + ..., O que prova a tese. 


209. Resolvido. 


210. Usando a mesma nomenclatura dos problemas anteriores, precisa- 
mos provar que F, + V} > 8. 
Sabemos que: 
2A = 3F, + 4F, + 5F, +... 
RO a 
2A = 3V, + 4V, + 5V; + 6V; +... 
V= V; t Va tV; VE 
e a relação de Euler V- A+ F=2 
nos dá: 4V — 4A + 4F = 8> 4V + 4F=8 + 4A 
Substituindo 2A com faces e 2A com vértices, vem: 
AM, + Va + Vs +...) + AlFa + F, + F, +.) = 
= 8 +(3F, + 4F, + 5F, +...) + (3V, + 4V, + 5V; +..)> 
>F, + V3 = 8 + [F +.) + V, +.) 
>F, + V, = 8 


211. Utilizando a mesma nomenclatura dos problemas anteriores, vamos 
inicialmente provar que 3F < 2A e 3V < 2A. 
PS PR 
2A=3F, + 4F, + 5F; +... => 
=> 2A = (3F; + 3F, + 3F, do) POR +...) > 
> 2A = 3F + (F, + 2F, +...) > 2A > 3F > 3F < 2A (1) 
Analogamente, 3V < 2A. (2) 
Da relação de Euler V — A + F = 2, vem: 
A+2=V+F>3A+6=3V+3F 
Mas 3V < 2A > 3A + 6 < 2A + 3F>A+6<3F (3) 
De (1)e (3) >A + 6 < 3F < 2A. 
Utilizando a desigualdade (1) e a relação de Euler, temos: 
A+6<3V<2A 


212. Sendo V o nº de átomos e A o nº de ligações entre eles, temos: 


2A=12:-5+20:6=>A=90 
V:-A+F=2=>V=560 
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ANO — Prisma 


227. 


241. 


243. 


248. 


Na figura, a é o plano da face ABCD e 
B é o plano da face EFGH e seja m O 
plano que intercepta as quatro arestas 
paralelas determinando o quadrilátero 
PQRS. Temos: 


ENER hig l = PQRS é paralelogramo 
Analogamente, PR // QS 

2(ab + ac + bc)= 62 a+b+c=10 

Substituindo os dados na expressão (a + b + c)?, temos: 
(a+b+c2=a2+b2+c2+2(ab+ac+bo)> 

= 100 = a? + b? + c? + 62 > 

> al + b? + c? = 38 > d? = 38 > d = V38 cm. 


Sejam a,, b, e c} as dimensões de um paralelepípedo e a,, b, e c, 
as dimensões do outro. Temos: 
i ici i 2 2 2 = 42 2 2 
diagonais iguais = aî + bí + cî = a$ + bô + c5 (1) 
e também a, + b} + c} = a, + b, + c, (2) 
2 
= d 2 2 
(a, + b; +c,) =a tbi tei +t 
+ 2(a,b, + ae + bieg) 
2 
= 2: 2 2 
(a, + b, +0.) e t bst e3 F 
+ 2(a,b, + a,c, + b,c, ) 


(1) e (2) _ 
zea, 2(a,b, + a,C, + b,C,) = 2(ajb, + a,c, + b,65) 


Perímetro de PQRS = 2 x (1,40 + 0,20) = 3,20 m. 
Perímetro de TUVW = 2 x (0,20 + 
+ 0,60) = 1,60 m. Como é possível 
fazer o pacote usando apenas um nó, 


então serão gastos 3,20 + 1,60 + 
+ 0,20 = 5 metros de corda. 
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250. Sejam x,y e z as dimensões. Temos: 
(x= 1 -k,y = 1 «k z= 1 +] aj = Sli que Rukia, = rsk, 
r s t (STR st 
K 


-) > (X = stK, y = rtK, z = rsK) (1) S = 2(xy + xz + yz) (2) 
rs 


| S 
= 9K2[ret2 2 2 = ho Y 
(1) em (2) > S = 2K(rst? + rs?%t + st) > K Sut E 


Substituindo em (1), vem: 


XE Sst y= Srt E Srs 
2rnt+s+n 2s(r +s +t)’ 2r +s +t) 


251. ab = pk (1); ac = qk (2); bc = rk (3) 


2 
2(ab + ac + bc) = £2 > klp + q +n) = k= —L 
p+q+r 


Fazendo [(1) : (2)] x (3), temos: 


ab: Lo. bo=pk-L.m>opb=e ho. 

ac ak a(p + q + r) 
Analogamente, a = £ ¡AR > E ec=f ¡A 
(p + q +1) p(p + q + rr) 


281. a+b+c=45 (1); a? + b? = 625 (2); 2(ab + ac + bc) = 1300 (3) 
(a + b + c)? = a? + b? + c? + 2ab + ac + bc) > 
= 2025 = 625 + c? + 1300 > c = 10 cm 
Substituindo em (1) e em (2), obtemos o sistema: 


a+b=35 5 (a = 20 cm, b = 15 cm) ou 
a? + b? = 625 (a = 15cm, b = 20 cm) 


V=a:b:c=V= 20-15-10 = V = 3000 cm? 
Resposta: Dimensões: 20 cm, 15 cm, 10 cm; volume = 3000 cmê. 


282. Sendo x, y e z as dimensões, temos: 
x + y + z = 43a (1); x? + y? + 2º = 625a? (2); xy = 180a? (3) 
Calculando as dimensões: 
(x +y + 2)? =x? + y? + 22 + 2(xy + xz + yz) > 
> (43a)? = 625a? + 2[180a? + z(x + y)] = 
> 1849a2 = 625a? + 2[180a2 + z(43 — z)] > 
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285. 


290. 


> 7? — 43az + 432a? = 0 = (z = 27a ou z = 16a (4)) 


x+y = 16a E º 
z = 27a em (1) > = não fornece solução 
xy = 180 : a? 
x+y = 27a = = 
Z = 16a em (1) > y ay nds 
xy = 180 : a2 (x = 15a, y = 12a) 
Volume: 
V = xyz = V = 12a : 15a : 16a => V = 2 880a? 
Área total: 


A, = 2(xy + xz + yz) = A, = 2(180a? + 15a - 16a + 12a - 16a) > 
=> A, = 1224a? 


Seja a a aresta do cubo. Temos: 
12a = 72 >a = 6 cm 
Sendo x, y e z as arestas do ortoedro, em ordem crescente, temos: 


x=2.a>»x=2.6>x=4m 
3 3 
= sr gs = m 
3 3 3 
4x +4y+42=72>4:4+4:y+4: 2 =72=y= Lom 
4.26.16 
rosita = XyZ > Meca = 3 3 => Vortoedro = 208 
V a? V 63 V 243 


cubo cubo cubo 


Sejam a e b as dimensões do paralelepípedo. Temos: 


222 + b? = 9 2a? + b? = 81 (1) 
=> 

2(a2 + 2ab) = 144 a? + 2ab = 72 (2) 

(1)-(2)>(a-b?=9>(a-b=+30ua-b=- 3) 

Com a — b = 3, temos: 

a-b=3>b=a-3. 

Substituindo em (2): a? + 2a(a — 3) =72= a? — 2a-24=0= 


> (a = — 4 (não serve)ovua=6cm)>b=3cm>2V=6:6:3= 
=> V = 108 cm. 
Coma — b = — 3, vem: 


a-b=-3>b=a+3. 
Substituindo em (2) e procedendo de modo análogo, obtemos 
(a=4cmeb=7cm=>V=4-:4-7=>V= 112 m°. 
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Seja a a aresta do cubo. Temos: 
6a? = 216 > a = 6 cm 


ax Lex 3+ 2-3) = 216 > 
3 3 


= x = 6(V10 — 1) cm = 


ib 2 a? = LT” = 
ortoedro X: a -3 pega 
>, Varo 2 6 _ 
V 11 — 2/10 


ortoedro 


2 base do ortoedro 
ata+ Sa =16=a= 6cm H - 


2 2 2 2 
pise ção 

4 4 4 4 
> (=3/2em 

3 

Veados = é = Voubo = (342) = 
= Veubo = 544/2 cm? 

o 2 2 
Vortoedro = a" a: GA = LP ls 

2 

> Vonoedro = 57 6° = 144 em? HO Z 
Volume (V) e área (S) do sólido: Sl? 
V = Miño + cda > 
= Vota = 18(8 + 3V2) cm? 


s=5- (3/2) +4(6:4)+6-6+ 5-6:6=240cm? 


Considere o cubo de aresta a, das figuras. 


6 


a = arc sen == 
3 


(0, (2)e (3) 30 =B=y 
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300. 


337. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


b) A B A 
a A av3 
42] av2 
F 
H G H a G 


a 


Relações métricas > GH? = AG -Gl=>a2 = ay3 - Gl => 


> ql = 243 AG 
3 


Sir 7,297 > TR? = 7,297 >R = 2,7 cm 

a) Seja a a medida da aresta do cubo. 
a= RV2 > a=2,7N2 cm a 
d=a/3 > d=2,74243 = d=2,74/6 cm NY 


b) S= 6a? >S = 6 - (2,7/2)'>S = 87,48 cm? 


> Gl = 


0) V = a >V = (2,702) =V = 5,492 cm? 


O quadrado da área da seção indicada na 
figura é (a? + b?) - c?. Notemos que temos 
2 seções com essas condições. 


DL 


Então: 
soma dos quadrados das áreas das 6 seções = 

= 2(a? + b?) - c? + 2(b? + c?) - a2 + 2a? + c?) - b? = 
= 2[a?c? + b?c? + a?b? + a?c? + a?b? + b?c?] = 

= 2[2(a2c2 + b?c? + a?b?)] = 

= dobro da soma dos quadrados das 6 faces 


Cálculo da área da base: 
Lei dos cossenos: 
22 = R2 + R2 — 2RR cos 30° > 


= R? = 4(2 + V3) m? 


A área da base é igual a 12 vezes o valor 
da área do triângulo isósceles destacado 
na figura ao lado. 
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340. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


. R: R- sen 30° 
2 


= B = 12: 4(2 + 43)-5-5 => B = 12(2 + v3) m? 


B = 12 


Cálculo do volume: 
V=B-h>V= 12(2 $ v3) - 10 = V =120(2 de v3) m3 


Cálculo da área da base: 


cos30º = 15 33-15 
€ 2 € 
e a 
3 
- 39 
B = 5043 > 
2 
>B = 5 (28) 3 > B = 243 m? Figura 1 
Cálculo da altura: B 
AG? = AM? — GM? > ASP 
Y JE 
253 246 AO 30m 
>r = 2- (28) e A 1m 1m C 
EN Figura 2 


v=B-n=v= (25/28) > v=42m 


Sejam p e £ o semiperímetro e a aresta da base, respectivamente. 
Temos: 


A,=A,+2B=12=2ph +2: 5 - (2/3 > 12 = 2p + 302043 > 


> 12 = 6l + 302/35 /32+24-4=05 


EA ERIN 


== > 


28 E 3 
m E [LUAS a 35 


> B=(/3+6-3+12/3) dm? 


v=B15V=(/3+6- /3 + 12/3) dm? 
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347. 


348. 


349. 


Seja a a aresta do cubo. 
Aplicando o teorema de Pitágoras no triângulo 
destacado, obtemos 


_ ay2 


2 
Sendo R o raio do círculo circunscrito ao hexá- 
gono, vem: 


Seja £ o lado do hexágono em questão e a a aresta do cubo. Temos: 
6a? = 31,74 > a = 2,3 cm 


e= aZ => t= 2342 L, 2p = 6: € => 2p = 6.92 em 


t= P sy = Seia > £} = 2,342 cm 


3 2,342 43 

h = > h= 220 > 
2 2 
> h= 2308 cm h 
ANDE ~ AABC sd = BC i 
h=x DE 

2,3/6 

„2 = 2342 _ „= 260-483) m 
2348 _, x 10 
2 


a) Sendo o plano da face ABFE paralelo ao pla- 
no da face CGHD, um plano que intercepte 
os dois o faz segundo retas paralelas. Logo, 
PQ // BE. (1) 

APHE = AQCB > PE = QB (2) ((1) e (2)) > 
>> PEBC é trapézio isósceles. 

b) BE? = a? + a? => BE = ay2 


2 
so? = (2) +a? > BQ = 8 > pe = 245 


2 
2 2 
2- (a a - ay2 
o meo 
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


a) BD = DE = BE (diagonais das faces) > ABDE 
é equilátero, de lado a/2, em que a é aresta 
do cubo. 


2 


Os pontos B, D e E estão a igual distância de 
A e G e pertencem, portanto, ao plano media- 
dor de AG. 


Então a diagonal AG é perpendicular ao plano (B, D, E) num ponto 
| que é o ponto médio de AG e o baricentro do triângulo BDE. 


(av2)2 4/3 a2 3 
c) Sape = = “- See > => 


Sejam a — r,a, a + ras dimensões. Temos: 


RR — ña + (a — na + n + ala + m] =S 


=> 
(a -= r)? +a? + (a+r)? = 


2r? = 6a? — S (1) 
= 
2r? = dº — 3a? (2) 
2 
= 6a? — S = d? — 3a? > a = JE +S = 
Substituindo em (1): 


RR O O T 
9 6 


22 = 6 


As dimensões devem ser: 


— — Jd +S Væ +s + PES 
3 6” 3 o”? 3 6 


(09) 


com 2q? — S > 0 => d? > 2 (as dimensões devem ser reais) 


N 


e 


Jd +s -Po d? +S _ 2 -S 
3 6 9 6 


=> 2d? + 2S > 


> 6d? — 3S > d? < s (as dimensões devem ser positivas). 


Note que, se d? = > então o paralelepípedo retângulo será um 


d2 + S 
a 


cubo de aresta a = 
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369. 


370. 


371. 


Sejam: 

S, = soma dos diedros formados pelas faces laterais do prisma 
triangular com uma base; 

S, = soma dos diedros formados pelas faces laterais do prisma 
triangular com a outra base; 

Spr = soma dos diedros de um triedro. Temos: 

2r < Spr < 6r 


Considerando a soma dos triedros de uma base, temos: 
6r < Spr + Sor + Sor < 18r > 6r < 2S, + 2r < 18r > 
i 2 3 


> 4r + 2S, < 16r > 2r < S; < 8r (1) 

Note que S, + S, = 6r > S, = 6r — S,. 

Substituindo em (1): 

2r < 6r = S, < 8r > — 4r < =S, < 2r > S, < 4r (2) 
De (1) e (2) e chamando S, e S, de Sp, vem: 

2r < Sp < 4r 


Usando a mesma notação e o mesmo raciocínio do exercício prece- 
dente, temos: 


n: 2r < Sor, + Spr, + + Spr, < N+ 6r = 
n 


>N: 2r < 2S, + (n~ 2)-2r<n:6rsn <S, +n = 2r<n-3r=> 
> 2r < S, < (n + 1): 2r (1) 

Si +S,=n:2r>S, =n-:2r-S, 

Substituindo em (1): 
2r<n:2r=S,<(n+1):21>2r=n:2r<-S,<(n+ 1): 2r=> 
> 2(1- n): r < =S, > S, < (n — 1) : 2r (2) 

De (1) e (2) e chamando S, e S, de Sp: 

2r < Sp < (n = 1): 2r 


Sejam V o volume e S a área da seção normal do prisma. Sendo 
€: lado do polígono equilátero determinado pela seção normal; d}, 
ds, -.., A, : distâncias do ponto no interior do prisma às faces; D}, D,: 
distâncias do ponto no interior do prisma às bases. Assim, temos: 


28 


ph pais Ad e a 

2 2 2 > 7 

D, :S+D,-S=YV D, +D,=¿ (2) 

(1) + (2) = d} + d, + ... + d, + D} + D, = a + X 
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372. Seja o paralelepípedo ABCDEFGH; | o pon- 
to de interseção de suas diagonais; m um 
plano que não intercepta o paralelogra- 
mo; d,, d e d as distâncias dos pontos 
A, I e Gao plano 7. 

Como A, I e G são colineares, também o 
serão A', l' e G', suas projeções ortogo- 
nais sobre m. Então: 

| é ponto médio de "l == E 

= La > À 

II" // AA 

= d é base média do trapézio AGG'A'. Então: d, + d¿ = 2d. 
Analogamente: 

dg + d4 = 2d; dẹ + dg = 2d; dp + d; = 2d 

E dessas 4 igualdades vem: 

da + dg + de + dp + dẹ + dp + do = 8d 


373. d: a distância de P ao ponto | 

Sejam: da, dp, -.., dy as distâncias de P 
aos vértices A, B, ..., H; D4, D,, D} e D, as 
diagonais AG, BH, CE e DF; | o ponto de 
interseção das diagonais. 

Aplicando a relação de Stewart ao triângu- 
lo PAG, temos: 

dê - IG + di: Al — q? - AG = Al + IG +: AG => 

D D D 


D 
Yi q E 1 1 
A ade SSA 


D2 
=> di + dê = 2d? + > (1) 


Analogamente, obtemos: dê + df = 2d? + 
dê + dé = 2d? + 


da + d? = 2d? + 


N E N iF N HE 
E 


(1) +(2)+(3)+(49)=> d2 + d2 +... + dí = 8d? + 5/07 + D2 + D2 + D2) 


Em lugar da relação de Stewart, da Geometria Plana, poderíamos 
usar, também de lá, a expressão da mediana de um triângulo em 
função dos lados. 
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374. 


375. 


376. 


Seja AB a diagonal do cubo de centro O e A 

seja X um ponto de uma aresta. A seção 

do cubo por um plano que passa por AB HA 
será mínima no caso em que a distância 

de X ao ponto O seja mínima. Isso ocorre x 1 
para X coincidindo com o ponto médio M m 

da aresta. A distância OM (cateto) é me- [Si 

nor que qualquer outra distância OX (hipo- B 
tenusa). 


A área da seção mínima é duas vezes a área do AABM. 


Área = 2- À. (AB) -(0M) = ay3- 22 = 28 


Seja AB uma diagonal de face do cubo e (A, B, C) 
o plano que forma 30º com a face. Esse plano 
determina no cubo um tetraedro trirretangular 
D(ABC) em que D é o triedro trirretángulo. 

O volume V desse tetraedro é dado por: 


v= = (DA) (DB) - (DC) (1) 


conforme aparece no exercício 400. Como DA = DB = a, basta cal- 
cular DC = x para resolvermos o problema. 

E o que segue: 

(acom, co = x, Ñ = 30% DM = 22) > x= av 


Substituindo em (1): 


6. 6 36 
O volume V' do outro sólido resultante é obtido por diferença: 
v-=a-voy - 36- 8,3 
36 


a) Considerando os dados do problema e fazendo OR = x, OT = y, 
SR = z e OS = u, temos: 
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V=B.h=v= SÊ-y > 
1 
=V = =xyz. (1 
as (1) 
No APTO temos: y = cos a eu = sena. 


No APQT vem: x = u cos 30º = Uvo — sen a 


z = u sen 30° = Ly = 1 sena 
2 2 


Substituindo x, y e z em (1), vem: 


E dO sampa mes Leda > 
2 2 
> V= “É sen? a cos a 


b) V é máximo se a derivada de V em relação a a for nula. 


N -0 E E EE ET E 
da 8 
2 
Ta -2>tga-2 
cos? a 


e, como 0° < a < 90º, temos: tg a = V2. 
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ONDA — Pirámide 


398. Dados: m=7,R= 2. 
= R43 = 4 = 243 cm 


G é ES A NE 


12 


A, =3- Em SA, = -3 WET Sp, = 2143 om? 
2 . 
p= EB p= LE 3 3 B= 3/3 0m? 


A, = A; + B = A, = 2143 + 3/3 >A = 2443 cm? 


403. d2 = 10? + 24? 5 d = 26 cm 
B = 10 : 24 = B = 240 cm? 
26? = m? + 5? >m, = V651 cm 


26? = m3 + 12? > m, = 2133 cm 


24 - m, 10 - m; 
A =2 2 +2 7 + B> 


=> A, = 24 - 2/133 + 10- V651 + 240 = 
= A, = 2(5/651 + 244/133 = 120) cm? 


409. £=2R=£ł=2. 32m = £ = 6/2 m 
B = £2 >B = (6/2) >B = 72 m? 
Seja m a medida do apótema da pirâmide. Daí: 


A=A, +84 = (£m) +e > 


> 192 = 2: 6/2 m+ 72 =>m= 5/2 m 
ey 2 2 
m2 =h? + a > (5/2) =R? + (3/2) 5 
= 4V2 m 
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430. 
=2R>f=2:6>f%=12cm 

AAMD: 122 = m? + 62 > m = 6/3 cm 

AAOM: m? = h? + R? => (6/3) = h? + 62 => h = 6/2 cm 

B = €? > B = 12? > B = 144 cm? 

V= Í-B-hsV= Í - 144 -6/2 => V = 28842 cm? 
436. Cálculo da área da base: 

a=13m;b=14m;c=15m 

p= a+b+c > p= 13 + 14 + 15 5 

2 2 

>p=21m 

B = „plp — alo — bp — ¢) > 

>B=y21:8:7:6=B=84 m? 

Se as arestas laterais são congruentes, então a projeção ortogonal 

do vértice sobre o plano da base é o circuncentro O (centro da cir- 

cunferência circunscrita) do triângulo ABC. Então: 

p= a gy D AS pos 

4R 4R 8 
2 
AVOA: h? = 202 — ($) > h= 1848 m 
8 8 
v=1.B.h > v=1.84. 18495 > y = 105495 v95 m3 
3 3 8 2 

441. Sejam: 


a: aresta da base; 

r: raio da circunferéncia inscrita na base; 
h: altura da pirámide; 

m: apótema da pirámide; 

p: semiperímetro da base. 
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451. 


462. 


Temos: 
2 
eps E bs asim 
4 2 å 3 
2 
2 
4 4 
>B = 12/3 cm? a 
A = em : ; 
e > > 38M JA po 3:48:m - 
A, =A, -B E 
t =36/3 — 12/3 > m = 4cm 


m? = h? + P > 4? = h? + 22 => h = 2/3 cm 


A base é um triângulo retângulo. 

Então, o circuncentro da base é o ponto 
médio da hipotenusa desse triângulo. 
AAOB: h? = (12,5)? — (7,5)? => h = 10 cm 


B = LE > B = 54 om? 
v=l.B.pn>=v=1.5.10=2 
3 3 
> V = 180 cm? 
A A 


a) Cálculo das arestas: 
SA 
SB 


cos 60º = 


sen 60º = 4B > 3 _ AB => AB=av3 
SB 2 2a 


Lei dos cossenos no ASBC: 
BC? = (2a)? + (2a)? — 2 - (2a)(2a) cos60º = BC = 2a 
Note que SC = SB e AC = AB. Portanto, SC = 2a e AC = av3. 
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b) Cálculo da área total: 


o 2 
Face SAB = 2- 2a- sen 60° _ a V3 


2 
Face SBC = eas = a? V3 


Face ABC = 2a: m = 2a : ay2 = a2 V2 


Face SAC = SAB = 2 E 


A, = SAB + SAC + SBC + ABC = 
2 2 
A = SAB + NS, a23 + a? o 


2 
> A = (2/3 + V2)a? 
A 
a/3 av3 
B a a c 


m? = (a/3) - a? => m = ay2 
c) Cálculo do volume: 
h2 = m2 — x2 


> m -x = 8? - y? > 
h2 = a2 — y? 


> (av2)? -ê= -kyky =s 28 4 y =a= 


_ av3 
e ia 2/3 
> > X = 5D 
x + y = en 


2 
h?=m2-=x2=> h? = (ay2) - (224) > h= a f2 


2 3 
v=L.p.hnov- LL. 243, 2842 > y- 2y2 
3 3 4 J3 3 
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464. Sejam: 
£: número de lados da base da pirâmide; 
a: apótema desse polígono; 
2x: medida da aresta da base; 
m: apótema da pirâmide; 
6: metade do ángulo central que subtende 
a aresta da base. 


Temos: 
(-Dm=nn50=n+2 
e. 2Xm 
A 2 
— =k >» —-< =k>m=k:a 
B gp. 2a 
2 
AAOM: m? = h? + a? =» (ka)? = h? +a? >a = 1 
2 = MU 59=-E 
A n+2 
AOMBE: tg 0 = É > ( T )-—— >= 
E a “ln+D h 
k — 1 


_ (n+ 2h? m ) 
E é n+2 


467. Seja a a medida da aresta do tetraedro regular 
da figura ao lado. Temos: 


B 
AH = axe > MH = axe 


LT 
o 


BH é baricentro do ABCD > O 


= BH = 2 - (8V3) 764 = 28 é 
3 (2 3 


2 
AMHB: (MB)? = (MH)? + (BH)? > (MB)? = (£) + (28) > 


> MB = 242 
2 
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Analogamente: MC = ne e MC = ne 
No ABMC temos: 


2 2 
(MB)? + (MC)? = ES + (22) = a? = (BC? > 


> (MB)? + (MC)? = (BC)? => ABMC é retângulo em M. Analogamen- 
te para ABMD e ACMD. 

Logo, o triedro de vértice M e arestas MB, MC e MD é um triedro 
trirretângulo. 


472. a) Na figura ao lado temos uma parte da base: M 
2 
(M,M,)2 = 22 + 22 => M,M, = 242 m 
b) M,M,M¿M, é quadrado de lado M,M, = 2/2 m. 2 


Área de M,M,M¿M, = (2/2) = 8 m? 
c) AC = 442 > HC = 242 m Re A 2 
(VH)? = (VC)? — (HC)? 

(VH)? = 42 — (2/2) => 


V 
= VH = 2/2 m = V,H = V2 m 
Seja V o volume da pirámide V(M,M,M,M,). 4 
v=5-B-hemqueB=8en= 2 E 
e então: V = 8/2 mé, ii 
3 A 4 B 
473. a) Sendo DE perpendicular ao plano 


ABCD, pela definicáo, vem que DE é 
perpendicular a DA e a DC. 
Logo, os triângulos ADE e CDE são 
triângulos retângulos em D. 
Sendo ED perpendicular ao plano 


ABCD e BC perpendicular à reta DC, 
pelo teorema d das três perpendicula- 


res, vem que BC é perpendicular a EC. 


Logo, o triángulo BCE é retángulo em C. 
Analogamente, o triángulo BAE é retángulo em A. 
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474. 


475. 


b) Cálculo da área total: 

Sejam: 

S, = área AADE, S, = área ACDE, S} = área ABCE, S, = área 
ABAE e B = área do retângulo ABCD. 

Aplicando o teorema de Pitágoras, obtemos: 

CE=10meAE= 4/5 m 

E então: S, = 16, S, = 24, S} = 20, S, = 12/5 eB = 24. 
Logo: A, = S} + S, + S, + S, = 60 + 1245 = 12(5 + 45) 


A=A,+B=60+ 1245 +24 = 12(7 + J5) m? 


Sejam: 

h: altura da pirámide quadrangular regular; 
m: apótema dessa pirámide; 

a: aresta da base dessa pirámide. 


Temos: S + a? = A > S — A = a? (1); A = 2a -m= À = m (2) 
a 


2 7 al 
12 = m?- (3) > h= MZ 3) 


2. (1) 2 % (3) ra l2m2 — 22 
v=% 5v-É A) h y=6 Aan a = 


(2) 
> 36V2 = (S — A)(2m? — a?) > 


> 36V2 = (S — ap |2- — =(5= nf 


Eu a2 A? ae 
> 361? = (S — A) E (S A => 
= A? s 
> 36V? = (S — ls (S a) > 
e am | A? — 2(8? — 2AS + A?) 
> 36V2 = (S — A)? A E | 


> 36v2 = (S — a) [225° + 4AS] > 36V2 = S(S — A)(2A — S) 
2 


Sejam: 

Seco = B; 

h: altura de ABCD relativa à base B; 

d: menor distância entre AB e CD. 

Com a mesma base BCD da pirâmide 
construímos o prisma AEFBCD. 

O volume desse prisma é a soma dos vo- 
lumes de duas pirâmides, a saber: A(BCD) 
e A(CEFD). 
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Sendo S a área do paralelogramo CEFD, temos: 
Volume AEFBCD = Volume A(BCD) + Volume A(CEFD) = 

Bh S-d Bh d-S ds 
> Bh 3 + 3 > 3 6 NS 6 
Nota: AA AA 
Sendo a o ángulo entre AB e CD (que é o ángulo entre EF e CD), 
temos que S = (EC)(CD) sen a e então: 

_ d-EC-CD-sena 1 


Vasco 7 CC 6 T ~ - (AB) - (CD) - sen a 


Portanto, o volume de um tetraedro é igual à sexta parte do produto 
de duas arestas opostas pela distância entre elas e pelo seno do 
ângulo por elas formado. 


476. S é a área da projeção B'C'D' do tetraedro ABCD sobre um plano que 
passa por D e é perpendicular a AD. B 
B'eC' são as respectivas projeções de Be C. 
Consideremos o prisma DB'C'ABE e seja d a 
medida de AD. Notemos que Vasco = Vee'pc' 
pois ABB'D é paralelogramo e os triângulos 
ABD e B'BD são equivalentes. 
Seja CE = xe CC' = y. 
Temos: 
Volume de C(B'C'D) + Volume de C(BEA) + Volume de C(ABD) + 
+ Volume de C(B'BD) = Volume do prisma DB'C'ABE => 


> 5 S:y+ 58x +Yag + Vasco = Sd> 
=> > S(x + y) + Visop = Sd => Í Sd + 2V, gcn = Sd > Vasco = = 


478. Seja V(ABC) o tetraedro em que V é triedro 
trirretángulo e VH sua altura. Consideremos 
ainda a altura VD do triángulo retángulo BVC e 
observemos o triángulo AVD retángulo em V. 
VD =h, e VH =h 
No triángulo retángulo BVC temos: 


(procure provar esta relação com base nas relações métricas no 
triângulo retângulo). 


No triângulo retângulo AVD temos: 5 = > + = 
Substituindo 5 nesta última relação, vem: a = > + z + F 


1 
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479. 


480. 


a) Sendo P um ponto do interior do te- 
traedro ABCD e pertencente ao plano 
(M, N, Q): 


Vp + Vp +V 


P(AMN) P(AMQ) P(ANQ) — 
= Vamno (Í) 
ou seja: 
1. (AMAN a+ 1. (AMA +, 
3 2 3 2 
- 1. (AMA. 

3 > (AM) (2) 

Daí vem: 


(AMI(AN) - a + (AMJI(AQ) - b + (AN)(AQ) + c = (AM) - (AN) - (AQ) 
que, dividindo por (AM) - (AN) - (AQ), nos dá: 
A gd gd =4 (3) 
AQ AN AM 
Reciprocamente, se AM, AN e AQ satisfazem a relação (3), então 
P pertence ao plano (M, N, P). 
Notemos que de (3) obtemos (2) e depois (1). 
Sendo P interior ao triedro, temos: 
Vp P(AMN) + Vo P(AMQ) + Ve(ANO) + Vemno) = VamNQ (4) 
De (4) e (1) vem que V = O, ou seja, P está no plano de M, Ne Q. 
b) Temos: 
(AM) 


1 bo. (AM) | (AN). (AQ) 
Vamo = 6 - (AMIAN)AQ) = T : ) : 


Esse volume é mínimo quando o produto — - b.a é máximo. 


ad AN AQ 
Mas esse produto é máximo quando os fatores são iguais, isto é: 


P(MNQ) 


2 = 2 =L = Ż (AQ = 3a, AN = 3b, AM = 30) 


Seja P a interseção do plano bisse- 
tor do diedro formado pelas faces 
ABC e BCD com a aresta AD. Con- 
sidere o triângulo AHD. Aplicando o 
teorema da bissetriz interna nesse 
triângulo, temos: 


AH _ 


a 
DH b 
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Primeiramente devemos provar que os segmentos que unem os 
pontos médios de arestas opostas de um tetraedro concorrem num 
mesmo ponto. Sejam MB NQ e RS esses segmentos. 


Temos: 


MQ // BD 

NP // BD => 
BD 

MQ = NP = Y 

Q 2 


= MNPQ é paralelogramo => MP N NQ = (0). Analogamente, 
RS N MP = (0). Então, MP N NQ N RS = (0). 
A reta AO situada no plano (A, B, M) encontra a mediana BM do 
ABCD e, consequentemente, o baricentro A' desse triângulo. 


Deve-se provar que OA' 1 
OA 3 

Unindo os pontos B e O e procedendo de 
modo análogo ao que fizemos para a face 
BCD, temos que BO intercepta o AACD em 
B', baricentro do AACD. 
a: MA = 1 MB L A'B' // AB = 

MA 3 MB 


= AOA'B' ~ AOAB > 
OA _ 1 


OA 3 


D 


Sejam o tetraedro ABCD e um ponto O de 
seu interior tal que os tetraedros OABC, 
OABD, OACD e OBCD sejam equivalentes. 
O volume de cada um dos 4 tetraedros é 


então z do volume de ABCD. 
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483. 


484. 


485. 


Entáo a distáncia do ponto O a uma face é 1 da altura de ABCD em 
relacáo a essa face. 4 

Usando o resultado do problema anterior, podemos concluir que O é o 
ponto pertencente aos 4 segmentos com uma extremidade num vérti- 
ce e a outra no baricentro da face oposta e, ainda, que o ponto O divide 
cada um desses segmentos na razáo de 3 para 1 a partir do vértice. 


OA 3 3 1 


Na figura: = 2 0A = 2(AG), OG = (AG). 
OG 1 4 4 

Considerando a figura ao lado, temos: A 

Vesco - Saco ` PH, - PH, 

Vasco Saco ` AH) AH, 

APMH, ~ AAMH, > DL = PM (q) E Ad 

z 2 "AH, AM HH 
V V V 
Analogamente, -Paco = PN (5, “raso = PR (3, “pase — PQ (4 
BN V CR V DQ 


ABCD ABCD ABCD 


eprgrgs p BD sa 
AM BN CR DQ 


Resolvido. 


Sejam: 

V: o volume da pirâmide triangular regular ABCD; 
AP = h}, AH = h,; 

AB = AC = AD = a. 


Note que 
V 
VascH + Vacon = Vasoh = 3 
Temos: c 
PP” _ AP-AM-AN En NN _ h, -AM -> AN. (1) 
Vireg AH - AB - AC V h, -a? 
3 
VAPNO hi - AN - AQ VAPMO hi - AM - AQ 
Analogamente, == = ——————- (2) e =—— = ——————-. (3) 
V h, . a? V h, š a2 
3 3 
VAmNo h 
(1) + (2)+(8=3-: v = EE (AM - AN + AN - AQ + AM - AQ) 
-a 
2 
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Usando o resultado do exercício anterior (484), temos: 


- AN - h 
 AM-AN-AQ — 11 — (AM-AN+AN-AQ+AM-AQ)S 
a? h, - a? 


2 


3 


3h 
= 2 (AM - AN - AQ) = AM - AN + AN - AQ + AM - AQ (+ AM - AN - AQ) => 
a 


h; 
> A À t sd 
ah, AQ AM AN 
A 
486. Seja a pirâmide ABCDE cuja base BCDE 
é um paralelogramo. Façamos uma seção E' 
por um plano que contém AB. Obtemos o X 
trapézio BCXE' e traçamos as diagonais 
BD e BX. D 
Temos: B 
C 
Vascx _ AX (de VaBxe _ AX-AE' _ (AX? :19) 
sob AD Viene AD - AE (AD)? 
Vagox + Vixe _ AX 4 (AX)? 
Fazendo(1)+ (2) obtemos: Vasco Ve AD (AD? > 
Vasco = Vaspe (mesma base e altura) 


Viaxe _ AX + (AX)? >M y (AX)? 


Vico AD (AD? AD — (AD? 


=> 


Fazendo AX jus t, obtemos: 
AD 


t+42=1>téP'+t-1=0>2t= fio 
Logo, X € AD e é tal que 44 = dB 1 
AD 2 


487. a) Seja o tetraedro ABCD de arestas opostas ortogonais AB e CD, AC e 
BD, AD e BC. Sejam x, y e zas distáncias entre as arestas opostas. 
Pelo exercício 475, o volume de um tetraedro é igual a sexta parte 
do produto de duas arestas opostas pela distáncia entre elas e pelo 
seno do ángulo formado. Assim: 
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b) 1) Sejamaed,bee,cefos pares de 
arestas opostas. 


A altura da face ABC em relação a ABe a 
altura da face ABD em relação a AB pas- x 
sam pelo mesmo ponto H E AB. 


Então: 


ABCH: (HC)? = b? — x2 
AACH: (HC)? = c? — (a — x 


a) => b? — c? = x? — (a — x)? (1) 


AADH: (HD2 = e? — (a — x? 
ABDH: (HD? = f2 — x2 


por e? = x? —(a-x? (2) 


(1) e (2) => b? — ¢? = P? -— e? > b? + e? = œ? + f? 
Analogamente, a? + d? = b? + e?. 


2) Seja ABE a seção pelo plano que passa 

por AB e é perpendicular a CD. 

A altura AH do AABE é altura do tetraedro 5 
e H é o ortocentro do ABCD. B == EN 
H pertence ao interior do ABCD => 

> (AB)? = (BE)? + (AE)? — 2(BEJ(HE) > 

> (AB)? - (CD)? = (BE)? - (CD)? — 2(BE)(CD) - (HEJ(CD) > 


= (AB)? + (CD)? = Alo? Flaca = AS luca (1) 


c 


Analogamente: 

(AC)? - (BD)? = 4[(Sgop)? + (Sago)? — 2SacolShnpl] (2) 

(AD)? ` (BC)? = 4[Saco)? + (Sac)? o 2(Ssco)Suec)| (3) 

Notando que Sge + Suso + Shep = Sep € Somando (1), (2) e (3), vem: 
(AB? - (CD)? + (AC)? - (BD)? + (AD)? - (BC)? = 

E (Sapo) T (Sygo)? + (Saco? + (SscoP] 


c) O ángulo AÉB é seção reta do diedro de origem CD; AE e BE são 
projeções de AB sobre ACD e BCD; ABE e BÃE são os ângulos do 
diedro de origem AB e das faces BCD e ACD. Sendo estes três án- 
gulos do AABE, eles têm a soma igual a dois retos. Considerando 
as demais arestas diferentes de AB, temos que a soma dos seis 
diedros e dos doze ângulos, formados por cada aresta com as duas 
faces por ela cortadas, é igual a doze ângulos retos. 
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489. Sejam: 
V: volume do prisma; 
P: soma dos volumes das pirâmides que têm por vértice O e por 
bases, as faces laterais do prisma; 
V,: volume da pirâmide que tem, por vértice, O e, por base, a base 
do prisma que não contém O. 
Temos: 


V=P+V ,>V=P+*>P= 


< 


ab sen ọ y besena | ac sen B 
2 2 2 


P 
(Be 
> ab sen q + bc sen a + ac sen B = 6d? 
Seja V o volume do tetraedro cujo vértice coin- y VS Č 
cide com P e cujas arestas unitárias estão con- À a É 
tidas em PA, PB e PC, respectivamente. Então: y 


Vea BC 


490. = 3d? > 


= abc > Verse ZT VW: a:b:c 


Vpagc € Máximo > a - b - c é máximo = a?b?c? sen a sen B sen q é 
máximo = (ab sen ọ)(bc sen a)(ac sen B) é máximo. 

ab sen ọ > 0, bc sena > O, acsenfB > O 

ab sen y + bc sena + ac sen B = constante; = 

(ab sen p)(bc sen a)(ac sen B) é máximo 


> ab sen y = bc sen a = ac sen B = 2d? > 
= id 2 sena b=d 2 sen B dl 2 sen q 
sen B sen q sen a sen q sen a sen B 


491. a) Seja o tetraedro PABC que tem PA e BC, PB e AC, PC e AB como 
arestas opostas e sejam AM, MP e MN os segmentos que unem os 


pontos médios de tais arestas. 
Aplicando a relação de Stewart aos triângulos ABC, PBC e PAM, temos: 


(AB)2 + (AC)? = 2(AMp + (BOL (4) p 
N 
(PB)? + (PC)? = 2(PM)? + (BO? (2) 
2 A € 
(AM)? + (PM)? = 2(MNP + -5 = M 


= 2(AM)? + 2(PM) = 4(MN)? + (AP)? (3) 
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492. 


493. 


Fazendo (1) + (2) e entrando com (3), temos: 

(AB? + (PC)? + (AC)? + (PB)? = (BC)? + (AP)? + 4(MN)2 
b) De acordo com o item a, podemos escrever: 
ea + (PC)? + (ACI? + (PB)? = (BC)? + (AP)? + 4( 
AC)? + (PB)? + (BC)? + (AP)? = (AB)? + (PC)? + 4( 
BC)? + (AP)? + (AB)? + (PC)? = (AC)? + (PB)? + 4(T 

1) + (2) + e )) > (AB)? + (BC)? + (AC? + A (BP)? + pre = 
A4[(MNY? + (RS? + (TU)2] 


1 == 


Seja um tetraedro ABCD, no qual as faces ABC, A 
ACD e ADB são equivalentes. o 

O plano bissetor do diedro de origem AB inter- 

cepta CD em N. Daí, aplicando a propriedade vis- 

ta no exercício 480, temos: 


B 
CN Z DN Zen=DN> 
S S 


ABC ABD C 


=> BN é mediana do ABCD. 

Procedendo de modo análogo, concluímos que, se G é baricentro 
do ABCD, então os planos bissetores de origem AB, AC e AD se 
interceptam segundo AG. Como toda reta do plano bissetor de um 
diedro se inclina igualmente sobre as faces, temos que AG se inclina 
igualmente sobre ABC, ACD e ADB. = 
Reciprocamente, sendo G o baricentro do ABCD, suponhamos AG 
igualmente inclinada sobre ABC, ACD e ADB. Assim, AG é interseção 
dos planos bissetores dos diedros de origem AB, AC e AD; os pla- 
nos que passam por essas arestas e pelo ponto G dividem a aresta 
oposta em segmentos congruentes. Portanto, pelo visto no exercício 
480, as faces ABC, ACD e ADB são equivalentes. 


zZ 
z 


a) Seja MH, L AN. 


a: MN, 
Samn =z em que MH, 
Samn é Máxima se MH, = AN, 


ou seja, MH, L AN. 
Logo, o triedro deve ser trirretangular. 


b) Seja MH2 perpendicular à face ANP. 
Vamne = RE > Vamp = 5 ac MH, MH, 

Temos: MH, = a, MH, = 

V é máximo se MH, = a e MH, = a =tema 0 triedro deve ser 


AMNP 
trirretangular. 


Fundamentos de Matemática Elementar | 10 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


o EEN — Cilindro 


516. 


552. 


556. 


576. 


578. 


Sejam: 

r, h, Vo: raio, altura e volume E] 
do pluviómetro; R, H, V: raio, h 

altura e volume do recipiente. ==] 
Temos: 15tm 15cm 
27R = 207 cm => R = 10 cm. pluviômetro recipiente 
V = M2H>V="w: 102 - 18 > V = 18007 cm? 

V, =V >T: r? h = 18007 = 15* - h = 1800 =h = 8 cm 


A, = 2mr(r + g) 

Seja R o raio do novo cilindro. Devemos ter: 
2 

2mRg = 2mr(r +89 >R =r+ LE, 


2 
Logo, o aumento deve ser de E. 
g 


h = 8 cm 

E E 
B, 1 

A=S + TSM PA ca 


2 2 
O piah 
2 “a "5 


E 25:B8+02-24/58-8 > 
> A, = [3245 + (5 + 445) 41] cm? 


Asg” B > 2r(2/2 — a?) = m > at? = d = mr > 


>r 
4 
1 vr? = d? 
base seção 


cilindro 


A, = 208a? > 2m? + 2mrh = 27a? > r? + rh = a? (1) 

V é máximo & r2h é máximo « o quadrado de r2h é máximo > 
e (Ph)? = (r?) - (rn)? é máximo. 

Em vista de (1), r? + rh é constante. 
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579. 


580. 


581. 


582. 


584. 


Usando o fato de que: sendo x + y constante, então xP - yd é máximo 


se, e somente se, E = q temos: 
2 2 

(12) -(mémáximos E = M2 > [r= 243 p- 2043 
1 2 3 3 3 


B + A; = 2192 > mr? + 2mth = 27a? > 12 + 2rh = 2a? (1) 

V é máximo & r?h é máximo & 2r2h é máximo > (2r2n é máximo > 
(1?) - (2rh)? é máximo 

(1) = r? + 2rh é constante, daí, usando a propriedade citada no 
exercício anterior, vem: 


2 
(r2)(2rh)? é máximo > F Ss E e 2. ss |: = E 2/6) 


S = 211? + 21 rh 
V= mr? -h = k, k constante (1) , 
A soma r2 + rh é mínima quito — = — 5 h=2r (2) 


(2) em (1) > V = mr? - (Eno) 


A, = 278 ll + 2mrh = 278 +m=s 
> > 
A, = 27A 2mrh = 27A rh =A 


> (P =s-An= A 
S-A 


V = mh =V = (S — A) - z= > V=mAJS-A 


B = A, A, > mm? = (27x: 2mn(h-x) > il 
2 
2 —+2 
542 4x + P =05x= DEN OO TC nar ll: 


2RH 
2H 45RMH=2MR+H (1 
R+H | a > 2mR(88) = 


A, = 54m > 27R(R + H) = 547 (2) 


> TR2H = 54r > V = 54r 


qRH = 547 => R?H = 54 » H = 24 


B 


(3)em(D5R$-27R+54=05(R-3AR+6)=05 
>(R=3,H= 6) 
B = TR? > B = 97; A; = 27RH> A, = 27 :3:6>A, = 367 
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585. a) A lata de maior superfície gasta mais material para ser montada. 
Assim, sejam S, e Sp as superfícies das latas A e B, respectivamente. 


S, = 2m(2R)h + 2m(2R)2 = 4mRh + 87R2 
=> Sa > Sp» 


Sa = 27RChN + 2mR2 = 4mRh + 2mR? 


gasta mais material a embalagem A. 


b) Sejam V, e Vg os volumes das embalagens A e B, respectivamen- 
te. Assim, 


V, =m: (2R? -h= a 


Va = TR? - (2h) = 27R2h 


O preço do produto na embalagem A é R$ 780,00 menor do que o 
dobro do preço na embalagem B; portanto, a embalagem A é mais 
econômica para o consumidor. 


586. OP é Z da altura do triângulo equilátero de lado 2r. Então: 


op = 2. 203 _ 2143 
3 2 gs Ee 
Sendo R = OP + r, vem: Vá 
ED 
3 3 
587. Os volumes dos cilindros sáo, a partir do maior: 


2 2 
Ha? - 1; =(2) -1; “(2 2) Ma 
3 3 3 


A soma dos volumes é: 


terra In +... > 
9 81 


>s=m[142 418...) 
9 81 


A série entre parênteses converge para 7’ que é o limite da soma 


(=> 
9 
dos termos da P.G. (a. E 16 al 
9 81 
Logo: 
5 = 1 1 a =5= SE 
a 
9 


Resposta: o volume do sólido é e 
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588. O volume de um cilindro de raio R e altura H é V = mR2H. 
Do gráfico: 
a) Para x = 2, temos V = 187. 
mR2.2=187>5R=3 
b) Para x = 6, temos V = 447%. 
:322-4+7-2-(6-4)=44n>5t1=2 
Resposta: R = 3cmer = 2 cm. 


589. Cálculo do raio da base do cilindro: 
Triángulo retángulo OMB: 


R2 = (R- 02 + (13 =R=2 
Cálculo da área S do segmento circular de arco ANB: 


triângulo OMB: sen BÔM = 2 = 


=> BÔM = 60º > AÔB = 120º. 
A área S do segmento circular é: 


22 1 


s=s -s = 5 "2:2-sen120"= ÍT — 3, 


setor (AOB) triângulo (AOB) 3 


O volume do sólido da figura é: 
V=S-h5Vv= E - 43) -10=V= (am — 343) cm3 


590. a) Não. b) m3 


a) De acordo com o enunciado, podemos afirmar que o sólido S 
assim descrito apresenta como seções paralelas aos planos a e B 
círculos congruentes de raios 1 m. De acordo com o princípio de Ca- 
valieri, tal sólido é equivalente a um cilindro, cuja base é um círculo 
de raio 1 me a altura é de 1 m. O sólido da figura abaixo satisfaz o 
enunciado e não é um cilindro. 


b) De acordo com o exposto no item a, o volume V, em metros cúbi- 
cos, desse sólido é dado por V, = 1 - 12.15V=7 
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OE DAR — Cone 


o 2 
629. A, = © -nR >A, = I.q. Ra = TR 
360° 360° 3 
£ 2 3 2 3 
Seja r o raio da base do cone. Temos: 
mr = £2m = nR > r= P 
3 3 
R 
L] 
R 
3 
2 
A R 
9 
R2 mR2 4 
A, = A + B>A = T + T > A =“%mr2 
to Amea 9 toy” 
2 
h2 =R- Rs h= 226 
2 
EE E ER pro DID a 
3 3 9 3 1 
A, 
636. £ = L; h = 4/6 cm 
B 5 
A, 
uI TE dis AT Lr q) 
B 5 m? 5 r 5 5 
h? = 8? — r? =» (4/6) = 8 - 12>g- r =96 (2) 
2 
(a) em (2)= (Zr) -2=96>r=10cm 
7 7 
= -rf > g= — :"10>g=14cem 
g 5 g 5 g 
4 8r 
640. A=Ag=5 rirse E 
mg =A> nrÊr=A > rt. r= 5A 
5 8T ST 
B="=2=3B= ŽA 
8 
8 8 |5A 
g 5 E 587 
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643. 


645. 


646. 


h2 + r2 =g h2 + SA = 64. 3A = [39 

8r 25 8r 407 
v-Bih sy. 1,54, [89 _ y- BA, y/39A 5 
3 3 8 1407 48 107 : 5 


a 5A . y195A = A [195A 

48 5:21 48Y 27 
Sejam h — a, h e h + ao raio da base, a altura e a geratriz do cone. 
Temos: 


(h + a)? = h2 + (h — a}? >h = 4a (1) 
m(h — a)? -h 


V = 144r > = 1447 > (h — a)? = 432 (2) 
2 
(mem = (n- 2) -h = 432 = h = 4412 


Substituindo em (1): 4/12 = 4a > a = 312 
r=h-a>r= 4312 - 312 > r = 3/12 
g=hta>g= 43912 + 312 > g = 5/12 


g2=2+"5g= N2 


>r= cm E E 

2 2 

2 g 3/5 . 3/5 . 

> A, = (12 92) s 121882 a, 
=> A, = 7234 (2 + mv2) cm? 

743 
sen 60° = -2 = B-N, 

R 2 2R 
>R= 7 cm 
h? = g? — r? > h? = 252 — 72? > 
=> h = 24 cm 2/3 
B = mR? > B = m : 72? > B = 491 cn? 2 


A; = TRE > A, = T : 7 -25 = A, = 1757 cm? 
A, = A; + B = A, = 1757 + 497 > A, = 2247 cm? 


= 58h => V= E - 497 - 24 => V = 3927 cm? 
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650. Considerando as medidas indicadas na figura, temos: 


23 =) + mr h? +r? = 5r? > 


> k +° =2h -r> 


=> 3h? — 4hr = 0 > 


> (n = O (não convém) ou h, = +) 


3 
mr2h 


V=mAsr-h)+ 2 5v= mt? a r) + Lombo 
3 3) 3 3 


652. A=t>mgtnt=n>tg+=1 (1) 
h+1=g8=r= fg? — h? (2) 
(2) em (1) > y8? — h? -g+g8-h=1> 


d+ pe 
> 2g? + h?g? — (2h2 + h*+1)=0>8= 
: e ! e V2 +h? 
(1 + RY 42 
r= Jg -r 5r= E A A 
(rh) 2 +n 
654. A =S> T+ mg=S>r+rg=È (1) 
T 
g= -r (2) 
S s2 
2) em (1) > R + NR +? =2 > ? = 
a a T m(mh2 + 28) 
.s2. 2 
te Lise E BI. sya MM 
655. A, =A 
A, =S 
A=A,+B>A-A=B>S-A=B=>S-A=mr > 
sr a SA 
T 
Tg8g=A>g= % > g= A 
S-A 
T 
T 
A? (S— A) A? — (S — AP 
h= ye? — °? =h= o Mans TO, 
EE (22) m m(S— A) 
T 
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656. 


659. 


660. 


Substituindo r? + h na expressão do volume: 


2 (6. AZ 
V= iq? -h =» V= İ(S-A) A (SAÍ 
3 3 T(S — A) 

A =S=>"m=m8=S=1+18=2 
[SS = mgs Sr e 0 


g= re (9) 
2 
Mem)>?+nNR+r2=8 > p= NS —2mS 
T 


Lo 
V= Laso 1,2. YSE 2mSr 
3 3 


Sejam h — a, h e h + a o raio da base, a altura e a geratriz do cone. 
Temos: 


(h + a? = (h-a? +h?-a= 


m- (h-a) 


2 2 
V = 37,68 > meh = 37,68 => - = 37,68 => 


2 
> E 314 (n- £) . h= 37,68 >h=4cm>a= 1cm 


Então:r=h-a>sr=4-1>5r=3em 
g=h+a>g=4+1>8g=5cm 

y = HA y -mezh oho 

1 3 , 2 3 y , 

Va = V1 => (r — x)?(h + x) = h > 

=> Ph + rx -— 2rhx — 2rx2 + hx? + x = P > 

> X + (h — 2r)x? + (r? — 2rhjx = 0 => 

> x[x2 + (h — 2r)x + (r? — 2rh)] = 0 = x = O (solução trivial) 
ou x2? + (h — 2r)x + (r? — 2rh) = 0 = 


> [x 2r—h+ 2 +4m ux- 2h? tam 
2 


2 


2r — h + vh? + 4rh 
2 


yh? + 4h >h=>vh? + 4rh -h > 0 > 2r + yh? + 4r-h>0 


2r — h — yh? + 4rh 
2 


Note que a solução é sempre possível, pois: 


A solução 


só será possível se tivermos: 
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2r-h-h + 4rh >052r-h> Vh +4rh >06 


& 4r? — 4rh + h2 > h2 + 4rh & r > 2h 


Resposta: 
zi 2 = = 2! 
2r — h+vhº + 4h oü 2r — h — vhº + 4rh comr > 2h]. 
2 2 
666. a) A base do tetraedro regular é inscrita na base base 

do cone de raio R. 
Sendo L a aresta do tetraedro e H sua altura, 
temos: 
L=RV3 > R= haa E 
HS -4 

3 cone 

2 

A _1 (143 1/6 - 

Vaone FaR? -H > Voone = 3T (+8) i 3 Mos ue L3 


b) R= Ly3, H = 148, A = área lateral do cone 


A = 2mRH => A = 29060 . LAS > a= 22e 


667. r=gcosa h 
> — 
h=gsena 


2 
y= 30 > m=Y (3 


Mem2a=R? rr tga= Y org Y 
TT miga 
2 

h=rtga>sh= Siga > h = 42 Ea 
miga T 
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ANO A — Esfera 


698. Asido = Aest => 218 = AT? > 
>27: 6- g = 4r: 6? >g = 12cm 
h? = g? — r? > h? = 12? — 6? => 


=h = 643 cm 
2 2 
E mrh uy 
Válido = 3” 5 Válido -3 ~ = Válido nD NE] 
4 V 4 2 
Vest. nr? esf. =-7-62 esf. 
3 
27R 
E 7 
706. 1m=L=>2Rr=210 
107 T 
107 Y “4014 . 108 
A= amRê= A = Ar| 210 1u ) => a = 16-10" q = 16-10" im? 
T T T 
717. Sejam a e r a aresta do cubo e o raio da esfera. 


Temos: 


4 JA 
Vero = Ves > 3? = UN >a=r3 am 


2 
4 
6. (En) 
A io = Ga? = A ibo = 3 Voubo = 332 


=> 
A Amt? A 4mr? A 9x 


esf. esf. esf. 


719. Relações métricas: 2k - 5k = 102 => k = 10 
2R=7k>R= La 


3 
V= ÍnR? =» V= fr 0| > 
3 3 2 


1715/4107 emé 
3 
3 10 
724. 2r = >h > h= =r (1 
5 3 (1 [ES 
A, = 47R2 > 2mrh + 411? = 47R? > 
=> rh + 2r? = 2R? (2) 


. 10 2 — R2 
(1)em (2)>r g rA Ré> SY 


> V= 
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2 3 
e rr _ 346 (3) 
R 8 R3 32 
4 
rh + Snr? 
Vald z E a 5 Veia = 14rê 5 
Vsi 4 nR? Vost. 4R? 
3 
> Le — 14 z SE: V6 > Va Z 21/46 
esf. 4 32 Vost. 64 
742. a) O triângulo ALO é retângulo em L. Assim, aplicando o teorema de 


Pitágoras, temos: 
R2 + d2 = (R + h)? > RZ + d2 = RZ + 2Rh + h? >d? = h(2R + h) 
Usando a aproximação indicada no problema, obtemos 

d2 = h(2R) ou ainda d = /2Rh. 

b) Substituindo na fórmula R = 6300 km e 
h = 35 m = 35 - 107°? km, encontramos: 

d = 42 - 6300 - 35 - 1073 


d = v63:7-10º - 1073 
d = 4441 = 21 km 
Resposta: 21 km. 


744. a) P é um ponto do diámetro de uma LABS 
esfera, distinto do centro. Tr. 


a é um plano que passa por P e é per- 

pendicular ao diâmetro. 

Sendo T um ponto da superfície es- 

férica e de a, então TP é constante, pois TP = «(OT)2 — (OP)? e OP 
e OT são constantes. 

Logo, se T € a e PT é constante, então T pertence a uma circunfe- 
rência contida em a e de centro P. (1) 

Se T, € a e PT, > PT, temos que OT, > OT e T, não pertence à esfera. 
Se T, € a e PT, < PT, temos que OT, < OT e T, pertence à esfera. (2) 
De (1) e (2) vem que a interseção da esfera pelo plano é um círculo. 
b) Área do círculo máximo = mr? 

Área do círculo seção = Em? 


2 2 
Então: m(PT2 = > (PT? = = 


A distância OP pedida é: 
2 
(OP)? = (OP)? — (PT)? > (OP)? = r? — > > 0P= m2. 
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o ano A — Sólidos semelhantes — Troncos 


771. A,=27904/3>6-A,,, + B +b = 27943 > 


2 2 
s6- (253) m + 3.88, 3.248 2705 > 
2 2 4 2 4 


=> m' = 4/3 cm 


3v3 
2 
[-] 
4/3 h 
FE 
3v3 373 


h2 + (3/3 = (4/3 = h = V21 cm 


( 
v= 5[B+ Bb +b] > 


mos Ln 284 mn pass EE P E > 


= v = BUT oms 


777. B= 54/3 > SU = 54/3 = 


>L=6m 
b = 6/3 => Se = 6/3 > 
>l=2m 


h2 + 42 =52>h=3m 


[B + /Bb + b] > 


315443 + /54/3 -6/3 +643]> 


> V = 7843 m3 


V = 


wI 


>V 
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778. Note que OA = 30 cm e seja 
AB = AC = BC = L. 


LB as > L = 3043 cm. 


AVOM: VO? + OM? = VM? > 
> H? + 15? = 39? => H = 36 cm 
Seja DE = DF = EF = £. Por semelhança: 


£ _ 24 e 24 

t- 2 a a 2 >= 2043 cm. 
L H 3043 36 J3 
a-2 8-2 -4=10€m 

A 3 15 3 


(m'2 = 52 + 122 > m' = 13 cm 


B= 23 g = (0/3) V3 
4 


E qe B = 67543 cm? 


2 
2 
p= EB spo BOBINI 5 p = 300,5 om? 


> 


BH _ bh _ 67543 -36 _ 30043 - 24 
3 


tronco 3 3 tronco 3 


>V = 570043 em? 


tronco 


A=B+b+3- (2) m > 


>A = 675,3 + 300/3 + 3 - (2087208) «AB es 
= A, = 195043 cm? 


780. Sejam H; a altura da pirâmide que se obtém com o corte, H, a altura 
da pirâmide original e V o volume do tronco assim obtido. Temos: 
BH B'H 
v=a[B + JBB +B] > 2-1 = zfs + JBB + Bl> 
> BH, — B'(H, — h) = h[B + vBB' + B'] > 


> (B — B')H, + B'h = h[B + /BB' + B'] > 


_ hlB + vBB'] _ hle + ves ]lB - vBB'] 

ge tt 6- B)B- 85) ~ 
_ he(B-B) _ hB 

>h A e) 
___ hB 

>H= B- 
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781. 


782. 


784. 


785. 


De acordo com as medidas indicadas: 


(m')2 = h2 + (b — ay 
4 


A, = a2? + b? = 232) -m = a? + 0? > 


2 a 2 
> 2a +b EEE qr pro 
> (a + b)}y4h? + (b— a}? = a? + b? > 
2 
2 2 
> are = [2+] = {b-a} 3 
a+b 
s =| EE ep a pri. 
a+b a+b 
2.922 
= 4h2 = 2h 2a => h= -æ 
(a + bJ(a + b) a+b 


Seja E o erro cometido. Temos: 


E= [Do + væ +0) - (LLP) > 


Bh _ Bh, bh bh, Bb-h 


> E=| E 


3 2 3 2 
A sc nd 8 de] 


> E dp 25 + b| > E = VB — vb) 


“(8 + Jb + b] = 405 S[20 + 206 + b] = 40 > 
=> b+2/54% - 20 =0 > vb =5- V5 > b= 30 — 1045 


Sendo € e L os lados da base menor e da base maior do tronco, 
respectivamente, temos: 


E -po E- ao £- EE 
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243 44 5 
 (2x+4):1 3 _13+6 
Aise E 2 =A e 2 > A tace T 3 dm? 

AEE E BES > a, = (43 + 6) dm? 


786. sencor= 343 > 43 = 543 > m' = 10 cm 
m 


cm 
3 
Ane = (LHO DL SAS 10 + 30 — 1043 . 10 5 
2 3 2 
mic 300 0 cm2 
300 — 5043 
A = 6- Ape > A= É —— > A, = (600 — 100/3)cm? 
B=5 1243 > B=5-102/3 = B=150/3 
2 
o= 3. J3 =b = 3 (908) Aa 


= b = (200/3 — 300) cm? 
A, = A; + B + b = A, = 600 — 10043 + 150/3 + 2003 — 300 = 
> A, = (300 + 250/3) cm? = A, = 50(6 + 5/3) cm? 


2 2 
4 4 4 
2 2 
b= EE 1-58 o = PENS qm? 
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“(8 + BD +b) = V > h(B + VBb +b) = 3V > 


> n( 225 + sos 2543 + 2543) -310951 = 4V3 dm 


A 


4 
AS 
=X 
base maior 


792. 


sen60° = 1 > X3 h o h=2/3m; 
4 2 4 
cos 60° = 42X 1. 4-X > x=2m 
4 2 4 
2 
2 
L= RA3 > L = 4/3 mB = OB sp - (vB, 
=> B = 1243 m? 
2 
2 
e= 3 > t= amb = EB po LETS, 


> b = 3/3 m2 
v= Dl + vB +b] > 


5V= 28 (1243 + /12/3-3/3 + 343) > V = 42m? 


793. Cálculo da área do octógono regular em funcáo do lado: 
Lei dos cossenos: 
(2 =R2+R2-2-R-R-cos 45° > 


> R = 2 + 2 +2 . (2 
= R- R: sen 45º 
A sai = de 2 = 
A =or/2> A. =22142). 5 
> Boctó. — > Aao — MEA > 
> Ao = 2(V2 + 1)42 


B=2(42 + 1) 2 B= 2(42 + 1) -42>B= 32(42 + 1) cm? 
b=2(42 + 1)2 =b = 2(42 + 1) -22 =b = 8(42 + 1)cm2 
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vy = DB + 485 + b] > 
=V; = [sal (V2 +1) + Ja2(/2+1) -8(V2+1) + 8(V2+1)]> 


> v,=4[40(42 + 1) + 16(V2 + 1)] > V, = 224(42 + 1)cm? 


Seja H a altura da pirámide total e h a altura da pirámide obtida 
quando o tronco é eliminado. Temos: 


H 4, H 
h 


= 2 > H = 24 cm 


2 ” H-12 
v = Í.B-H=V = 1. 32(/2 + 1)-245V = 256(/2 + 1) cm? 
po 3 => po 3 $ + e > po + cm 
a) B = Z4 B = 6 om? 
B hÝ B 6 3 
>=|>| >2=4»>=4»b= >m 
b Ih b b 2 

2 

b) Seja OH a altura relativa à hipotenusa do triângulo OAB. 
Temos (OA) - (OB) = (AB) - (OH) > 3-4 = 5 - (OH) > (OH) = 12 m. 
Teorema das três perpendiculares => CH L AB 
Saro = 12 > AA =12 > SH -2>m-Úm 


2 2 
AOCH: (OH)? + (0C)? = (CH? > (2) + (0C)? = (2) > 


= 00 = 2% m 

oc 643 

2 5 3,3 
v= 2 (B + JBb +b) s V= ——ļ|6 + Je- S+2]5 

3 ad z 2 5) 
y = 2143 ps 

5 
x? + 20? = 30? => x = 1045 cm 10 
Va =m: r- h= Vy, = T: 10- 20 > CE 
> Va, = 2000r cm? AME 

h [= EN 
Vro= GR RA A) > QU 
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> Vi = 2010 + 10/5} + (10 + 1045) - 10 + 102] > 


> Vc = == [800 + 3004/5] 


Va 20007 : 3 = Va 3 
Vc (800 + 30005) -207 ` Ve  8+3v5 


820. y = Thag + 14-8 + 8?) = zi -372 


o m:h > 
V, = re + 8r + 12) 


ARA 


=> 3(r? + 8r + 64) = 372 => °? + 8r — 60 = 0 > 
>r = 2/19 -4 =r = 4(23 — 4/19) 

Po, _ 4(23 — 4/19) _ ^e _ 23- 419 
A 1967 A 49 


b, 1 


821. 


a) h? + (R - r)? = (R + n? =h? = 2R- 2r O = Rr 


b) V= T(R + Rr + r?) =V = 2mh (po + Rr+ As 
Th Th 


>V= q RR? + 2Rr + 2) > V = g 2R t Rr + Rr + 2) > 
sye PURA + r) + r(2r + R)] => 

ii TRIRR + R + r) + rfr + r+ R)I S 

Lye TIRR+g++g=V- RRE) +r + > 


h 
>V=-=+ 
E M 
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2 2 
822. ve EE = TIR AR ee BE o Re rr <a? (1) 


h? + (R = 0? = g > (R — r}? = g — h? (2) 
R=r= Jg? -h? (3) 
(1) — (2) > 3Rr = a? — g2 + h? > 
a? = g? +h? 
a- ge th (4) 
3 
Somando Rr a ambos os membros de (1), vem: 


> Rr = 


2 = g2 2 
R+Rr+R+Rr=a+RrS(R+m=a, oe th, 


3 
2 2 — g2 
= paço EO O qa 
3 
2 2 =g2 
r-i pE, e=] 
(3) e (5) = sr 
EEE - Er] 


Condição para existência da solução: 
da? +h? — g2 o h2 > g? — 4a? 


> g — 4a? < h? < g? 
g? -h >0 g? > h? | E E 


833. Sejam: V o volume da pirâmide; 
V, o volume do tronco da pirámide; 
Vp O volume da pirámide menor; 
V o volume procurado. 


1 8 
Vp +W=V= a e 


=> = 5 
Yv 8 8y 8 V 9 
9 
834. Sejam B e b as áreas das bases do 
tronco de cone. Temos: 
p=mor?=b 
T 
2 2 
B | _ 8&6 O 
b 2+ B D 24 
T 


10 | Fundamentos de Matemática Elementar E 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


836. 


A = A, > TRg = Try + m? > Rg = kg: k- R + KRR? > 


a 2. E o g 
> Rg = KR(g + R) >k ql AL 


Masx=k-h. 


g / 
Assim: x = |g + R` g -R > 


e AS > x= HER) 


838. 


e 7 Ap) > (mk? = ark > gk(mrg — arkgk) > 
> ar = mP — K?) > PK = g(1 — k2 => 
2 
> Kg? + 12) =82=>k= E 
(e+e) =g F 
Masx=k:h. 


OE g? o g? -r 
Assim: x = ap dé “EST er 


839. 


TX? = mrg — TX > X? = rg — Xy > 


2 2 
xX r 

>x = rg É = g 
r 


252 
2_ XE 2 — 
o Co 


Substituindo x? e y? em d? = y? — x2, vem: 


e - gg- )=>d= ye? - rg. 
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840. 
r 
E 
h g r 
h= g -r 
A TAX = Aa — An, A, + Ag, => 2A,, = Ag, +A, => 
> 2K nrg = mrg + mr? > 2Kg=g+r>k= a 
Masx=k-h. 
2g — 
Assim: x = RE 2-2 =>x*- NET D) 
g-r 
>x= (g+r 
(8 +1) E 
ay y Ir? -d V 
841. (2) =2 >=- >r=5d 
1 Vi 1... 4 
3 


yV. Mo Mundi > 


E m52- Ena ma = Ae + sr t r) > 


= 52. Jd = (1 — d)\(52 + 5 - 5d + 52d?) = d3 + Vd = 
Fazendo a = d°, temos: 


a+ Ja = 1’ as SÈS a a o e 


Note que d = 2 não convém como resposta, pois, neste 
caso, d > 1. 
Resposta: d = 2 cm. 
842. A, = 3207 M? > TRg + TR? = 3207 > 
320 — R? 


>»g = LEE q 


R2 + 122 (2) 


2 
— R2 
— -R4122 R = 80 


g? 
(1) em (2) > ( 
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846. 


851. 


3 


Por semelhança: L = = p= 80 =p 20m 
R 12 4 7 7 
2 2 
Y = TEIR + Rr 2) 1, = 2980) +2. 2 (2) > 
3 3 7 7 7 7 
> v, = 38007 ms 


- 
e=r+122 8 = (80) tiasg- 16 m 
7 7 


Cálculo da área lateral do tronco: 


(82 + 29) . 116 SA, == HOU m? 


A¿= T(R + 1g8> A, = 


O é baricentro do ABCD: BO = 6 dm. 
Pitágoras no AAOB: AO = 8 dm. 


L3 mp» W3 -9 > L = 6/3 dm 


£ AO' € 4 
+= Os —= == 3.343 dm 
L AO 6/3 8 v3 
2 
2 
4 4 
> B = 2743 dm? 
2 
2 
4 4 
v= haaa bD +b] = 


y= Alar ge DIS» 2 a + 218) =V = 63/3 dm? 


Suponhamos, sem perda de generalida- 
de, uma pirâmide quadrangular regular, 
como mostra a figura. Por semelhança, 
temos: 


x Y V x Y 
PE sã es [CE] = des 
h V h n 
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3 
X, i i 
> |>] == x= ni 
n n ' n 
Sejam d, e d, as distâncias procuradas. Temos: 
H 3/57 + 98 
Ra A A SH, = 10 cm 


2  Y27+98+91 


d, = 12 — H, > d; = 12 — 10 => d} = 2 cm 
d, = 12 — H, > d, = 12 — 6 > d, = 6 cm 


Por trigonometria obtemos as medidas in- 
dicadas na figura. 
Por semelhança, temos: 

do _r spi d 


3 F NE 


=m: r: 2r +TP > A = 3nr? 
cone 


Tcone 
Ttronco 8 Tcone 
mir +r) y ++ mr? [30 > 
d d d2 21 342 
> |r+r=>|[2jr-=|+2+4— = Er > d= 2r 
í 5) í $) 3 8 4 


2 
me = 12 + (2n) > m= 2h 
4 4 
h 
A, = 240 mê = 4: 2. = 240 = 


> 3h: Žh =2400>h=8m 
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858. Seja d a distância procurada e h a altura do cone. 
Temos: 
h? + R? = g? > h? = g? — R? 


Aceção Z Ae > TP = TRg > P? = Rg 
LA 2 RE qo rele? — R?) 
g? — R2 AR? g? = R2 R2 R 
V 3 3 
1 r Tr 
sL == 5 SM pr O 
V, 3 3 
2 _ A x 
v == ad = (2) 
Vv, -=V 
= pé 
Boe 
(1) e (2) em (3) 
un _ ME 
RS” EM = “a x -ree O 
x? "h? Rè =x o 
D 
862 HÝ by -H q 
` H B 1 B 
2 
H 
2| =S sH BS q) 
H p B 
SH/S  bHvb 
SH, — bH, _p me ~B B 2 Dos 
BH=SH, q py — SHYS q 
JB 
2 
EE e o s ces 
/B3 - /s3 q p+q 
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863. r=1.243 > (= 243 
3 2 6 
2 2 
k=m25k= a 98] aka 1% 
6 12 
ma? 
X A 12 H T 
(5) a2 V3 3V3 
4 
865. WOTE KOAA E 
v. 
h + 2x v, Dados: áreas das bases: a e b. 
Pedido: 
ae À y= Va My 
Va — No 
Vo _ _ (h+x8 -h8 
V, (h + x)? 
=> 
Va _ (h+ 2x8 ES V3 = V3 _ LU - (h + x) 
V, (Mh+xP V. (h + x)3 


(h +x? — h3 
(h + 2x)? — (h + x)? 


> y= 


Fatorando as diferenças de cubos, vem: 

x[(h +92 + (h + xh + 2] _ 3h? +3hx +x? 
x[(h + 2x2 + (h + 2x)(h + x) + (h + x)2] 3h? + 9hx + 7x? 
Usando a semelhança, temos: 

2 

2 = (172) „htx do, 2x p-a 
a h h Ja h Ja 
- Ææ -va 
2a 


Preparando a expressão (1) e substituindo A temos: 


=> 


5 |x 


xy 343 8 JA, -Aa 


+ s= f 
as i h2 _ 2a 4a o 
349X 47% a rod Ya , q(vD— va? 
h h? 
2a 4a 
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_ _12a + 6Ja(Jo — Ja) + (vb - va) _ 
12a + 18/a(Vb — Va) + 7(/b — Va) 


__ 12a+6vVab — 6a + b - 2Vab + a 
12a + 18Vab — 18a + 7b — 14Vab + 7a 


7a + 4/ab + b 


> = 
Y a+ dao + 7b 
866. De acordo com as medidas indica- 
das nas figuras, temos: 
h 1242 
h, 2442 | >(h,=12cm, 
z h, = 24 cm 
h, +h, =36| M ) 
so E - e 
Saco 36 
2 
> -$ = [22 as 36) => S = 256 cm? 
12 36 A 12V2 C 


Sejam Vasco = Va Vkmnpo = Va; - 
Vieren = V. Temos: 
V= 5 12-36 =V, = 17280mº a 
V, = | . 256 - 48 = V, = 4096 om? 
3 
1 
3 


- 24? - 72 => V = 13 824 cm? 


V 
Vi =V,=V 1 > W, = 4096 — 1728 > V, = 2368 cm? 
Vi, = VW =V, > Vr, = 13824 — 4096 > Vr, = 9728 cm? 


867. = 5v=2y, 
v 5 3 Ny 
V 
V=VW% +y >V=W%+ ŠV% >» 2=3 12 
3 V 8 V, 
eel y 
3 
N 8 > X = 3 3 x = 6ł}3 om 
Vo - (2 ai 123 8 
V 
x+y=12>y=12-x>y=12- 6Y3 > y = 6(2 — 33) cm 
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868. 
V, 
x3 R3 
Va = V2 = V4 T V3 > 2V3 = V, + V, > 2V; = E Va + E Na 
=> 2y? — x? = R? (2) 
PB TR E mx? e 
DeD |x = 2 y = g EA | OD =go on 
SS | 3 Á 3 ) my? r3 + 2Rê 
876. Seja o tronco de prisma indicado A' 
na figura. 
Temos: 
= AAN + BB' + CC 
v= IA CO Bo. 


Devemos demonstrar que 


AA! + BB' + CC! 
3 

em que G e G' sáo os baricentros das duas bases. Tracamos as 

medianas AD, A'D'; depois DD'; GG' e a diagonal A'D do trapézio 

AA'D'D; sendo E a intersecáo de A'D e GG', temos, observando que 

GG' é paralela ás bases desse trapézio: 


= GG' 


EG _ DG _ 1 _ gg= AN 
AM DA 3 
EG)... M6 2 pg 20D! 
DD AD 3 3 
Trapézio BCC'B': DD' = e > 2DD' = BB' + CC' 
Assim: EG' = BB + EC 
3 
Ga! = EG + EG = At BB + co 
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AUD — Inscrição e circunscrição de sólidos 


902. 


911. 


Figura 1 Figura 2 2 


£ 


=e 
P 3 e 
3 
| St 2; LR 
6 3 6 


Figura3  ¿ 


Seja € a medida da aresta do octaedro. 
Devido ao paralelismo e à semelhança 
entre os triângulos formados nas faces 
do octaedro, temos as medidas indica- 
das nas figuras 1, 2 e 3. 

Nos triángulos hachurados das figuras 2 e 3: 


ds E 
2 4 e _ 3 = 3 6 
hî + E g hi 6 > Spors > = 
= beds 
> Spors 36 
£ tN3 
LE q p EN: 
(2. _ 42 £/3 ) 3 
AO as 3 > Sasru 2 E 
24243 
> Spstu = 9 
Se R é o raio da esfera circunscrita, temos: 
R= 42 33-20 
- 5.62.43 2.62. J3 
seção Spors Sastu Seção => 36 + — a = 
>S = 1343 m2 


seção 


Sejam A a aresta do tetraedro circunscrito e a a aresta do tetraedro 


inscrito na esfera de raio r. Temos: 


AJO 
r= >> >2A=24y6r 
12 ye 
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rs av6 5 a = AH 5 a = 246 , 
4 6 3 
Vi A3 Vi (2/61) Vi = 27 
3 sá 3 
vw” a V, (28 |) V, 
3 


914. a: aresta do octaedro 
x: aresta do cubo 


2 
a - (22) =16 = a= 442 cm $ 4 
o EE Bm Ls 
3 3 5 
2 
A, = 6X2 > A, = (2) > A, = 128 om? 
3 t 
919. 

30 
2 


De acordo com as figuras acima, temos: 


e ES O O pp A. 
2 3 6 
AP = 2 PB 
223 1 
AP = £82 E 
3 ao 208 no, 
_ av3 OP aJ3 OP 
AO = $2 D> 
2 6 
2 
(5) na 
= 4 AS ia 3 
= = ME 
As 6. 2x43 As 8 
cubo 4 cubo 
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922. r=lp>r=1. 28 > r= 243 
3 3 6 
A, =3ah 
“prisma 
= =PhSA =m; B.hn5 
cilindro {cilindro 6 
A L mav'3 3h 
£ prisma 3 
de — 3ah MA = 343 
A; may3 h A; T 
cilindro ES SEE cilindro 
925. Note o triângulo retângulo A'BC 
(A'B é diâmetro). 
sen30 = 2 5 1-9 >R=5cm 
2R 2 2R 


V = mR?h = V = m- (5)? -12> 
=> V = 300r cm? 


933. H = 144r > = 6 cm 


g= ŠR >g=Ž -6 => g = 10 cm 
EN 
EN 10? > 


=> h = 8 cm 
2 eo. 
E y A y = 96r cm? 
c 3 Cc 3 c 
=> 
q = Eme > Va = 4-6? > V = 2887 om? 
k 3 esf. 3 esf. 
> E 
Voa 3 
B= Š- RS > B =5:6 62/3 > B = 5443 cm? 
v= > V= 5943 8 > V=14443 cm? 
935. Note que PQRS é um losango. 
= 1 c 
cit qe 3 Spars i 2 > 
dl a:b 
= V cagira = 3 5 (=) TS 
abc 
> iso = 6 
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937. 
AAPC ~ AAOB > Cd = Lo Si 
6 342 
2 
938. 
ay2 
AAPC ~ AAB > 1-4 =.2. spo ho 
h (2 h=a 
2 
939. 


2 
Acta = 32/3 m? > 30 - 3243 >a=4m 
Bo = 2%2 = Bo = 42 > BO = 242 m 
= 12/2 m? > 4fh = 12/2 = th = 3V2 (1) 


A, 


“prisma 
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940. 


942. 


943. 


102 


AAPQ ~ AAOB => LB = 2/2 = 2 > h = 442 - 42 (2) 
(2) em (1) > £(4/2 — £/2) = 3V2 = 2 -4 +3=0=> 
t=3m h= /2 m 
> ou > ou 
= Lim h = 3/2 m 


Sendo V = £? - h, temos: 

V =32. J2 => Vv=9/2mê 
ou 

V= 12. 3V2 => V= 342 më 


octa. — 3 => LE” = 2 
cil. ma? Va ST 
2 
q Z AR 2r > Va = 20 
a = 3 
3 
3 
tetra = z A = Vietra = (1/3) 2 = 
: 12 ' 12 
— 36 
> esti = 4 
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r3 V6 (Sr — 6) 
Ves Vietra 2mrê 4 = Vail. o Meta: = 4 r? 
mn = 87 JO 3 a p- 87-46, 
47 
“1 
945. Von = GT -R2: RV3 > 
3 
= Voore = mo Rê 
Vo = TRE r => Va = T (1) 
R R= f 
AABO ~ ADBC > — = > 
RV3 r 
>r= 35 y3 R (2) 
2 
3 
(2) em (1) = Vy, = a? E 12) sv = 271543) , 
: 2 a 
Veone = m3 . R3. 4 = Vorë a 2(3/3 + 5) 
Va. 3 (27 e 15/3)7 Vai 9 
946. A, : área lateral do cone parcial 
cp 
A 


la," área lateral do cilindro 
“Cil. 


A, = Ao = 


cil. 


> 2mrh = mr (H— h +1 > 


>2h= JH- +12 > 


> 4h? = (H — h)? + r? (1) 


r = 
2 
- ——s 
jemta= a = E 
H 2H + H2 +R2 
(q) 
E 2H + VH? + R? 2 RH 
(3)em(2)>r= - >r = rE 
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947. 


948. 


949. 


cone Ce 
menor 


=> myulh—-x2 +y2 = 2myx > 
> Jh-x?+y? =2x (1) 
AAOB ~ AAO'C > 


Moo. hek -~ 
E MP 
> Jh- x? ry = EA (2) 
(2) em (1) > WN aa 
h 2h +g 


AAOC ~ AAO'B = 


G+R 
2 = D2 
ARO ~ ABDO=S SE SK = Rs 
h R=r 
2 — 2 
e. JG - R _ R ” 
Rip 2 
G+R 


> h=vV6-R(VG+R-NR) 


AAO'B ~ AAOC > 
= Lota pat 
A 
Vos = Evan 
mR R (RÝ 
Vaneo = EE [re +r- 8+ (8) = 


ASAN 
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_ 77R? 
= Vironeo o 12 
v= Vilin. = 2Vronco 


3 
V=mR2- 2R- 2. R] ye JnR? 
12 6 


A 
951. cu => 
A, 4 
2TRR +H) 7 RtH Ts 
Raro 4 RG 8 
= Gsena +Gcosa -T L sena +8cosa=7> 
Gsena +G 8 


> sena + 8(/1 — sen? a) =7 > 


> 65 sen?a — 14 sena — 15 = 0>(sen a = = ou sen a = 3) 


a = arc sen 2 
5 


965. Vy, = "2h 


esf. zT ae 
Antes: mr2h LE | pa 
Qe = 


Depois: mr?h + Snr 
T(N + h’) = wr?h + SR? p= 
967. 207 y= ma? >x: y= a? 


=a? 2xy = 2a? 
> | Y >x +y = vd + 2a? (1) 


x2 + y? = d? x2 + y? = d? 


x2 + y? = d2 


—2xy = —2a? 
| a > x-y= Vê 2a (2) 


Deos (x = A 
> , 
yo ta PR 
2 


Condição: d2 — 2a2>0= d > ay2 
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970. Na figura: 
xX2=52-425x=3 


B= 2043 > B=5 -3/3 = 


> B= 218 m? 


Aco = 3" 8 > Ape = 24 mM? 
A, = 6: Ape t 2B >A, =6:24+ 2:27 => 
=A, = 9(16 + 3/3) m? 


971. Consideremos a projeção da esfera com 
suas esferas inscritas no plano que contém 
uma das faces do cubo, conforme a figura 
indica. Temos: 

AB = 212 
MN = 2r + AB > MN = 2r + 2r/2 > 


>2R= 2r(1 + 42) > r= RV - 1) 


972. Sejam C, e C, o centro de duas es- 
feras, conforme indicado na figura. 


a 
CC, = 8cm > 5 2 =8> 


=a = 842 cm 

C é o centro do cubo; P pertence à 
esfera de raio C} ~». C,¿P = 4. 

CP é a distância procurada. Daí: 


a 8 
2 
CP = ê +4 0P = 22 445 c 
2 2 Q a 2 
= CP = 4( V2 + 1) cm. E 
973. 
2r 
G 
(a — 2r)v2 
2 
Sejam: C, C4, C, ... C os centros das esferas. 
ACHC.: 
a? 2(a? — 4ar + 4r?) 


q AHI =42 > 


4 
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= 3a? - 12ra - 4P? = 0> a = 2348, 


Note que a = 8448, <r, e então: a = 2(2/3 + 3). 
974. Vi = V cubo T Most. > 
3 
>v,=a- 2m. (2) > 
3 2 
>V, = ÊT a (1) 
6 
v2 = Vaiba E BVosr. = 
3 
>V\,=a° -8 2 -n(2) = 
3 4 
>v, = ET a (2) 


975. 2R=aY3 > a= 2843 


Ss 
De Cm AAA Š 
, 2 2 4R- 28 
A. =6(a')? >Ap =6 (2 R) >45 E > A = 2 
982. AABC ~ AADO > 
= AB ÃO _ BC 
AD AO DO 


16 20 12 


=> 20R = 192 — 12R > 


> 32R = 192 »R = 3 > 
16 


=> R = 6 cm > 2R = 12 cm 
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984. 
Ap... Z S0m cm? > TR : 2R = 507 => R = 5 cm 
AABC > AB? = 100 — 25 > AB = 5/3 cm 
MABO ABD PO E dE spo NS 
10 5 3 
Aest. = 
986. 


a) AABC > QG? = H? + R? > H = VQ? — R? 


— 2 = R2 = 
MAOD ~ AACB > £ = Bo ag Ey ORO 
R G R G 
> p= WR 
G+R 
b) AABC > G2 = R? + H2 > R = yq? — H2 
= 2 412 
E E ct spo NG Ch 
E =H? G G + JQ =p. 
c) AABC > G2 = H2 + R2? > G = 4H? + R2 
DN PP qe ti 
R JH +R? VR +R? +R 
G H-r HH=1) 
d) AABC ~ AADO > Y = = G= 
i Ho JH(H - 2r) H(H — 21) 
RZ r = Hr 
H H(H — 21) JH(H — 21) 


108 
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987. Pelo exercício anterior, temos: 
= rh an nho 
Jnn — 21) Jhih — 21). 
2h2 
V= ÍnRh = V= tn h 
3 3 h-(h-2r) 
3(h — 2r) 
rh h(h — r) mrh(h — r) 
A, = TRAGSA, =TºT >» +: 2 > A =s =— 
E CT Mn-20 Ah — 2 ( hn — 2 


989. AABC:(V55) = (430) +R2>5R=5em 


AAOD ~ AACB 
E cds q 400 
3 30 2 
A, 4 Amr? 4 
990. est ==: DE = > 9r? = R2 + RG (1) 
A 9 TR(R + G) 9 


AAOD = sen 0 = —— > r= Hene yo 
H=r 1 + sen 6 


AABC > tg 0 = R >R=Htg0 (3) 


AABC => cos O = H 5 G= H 
G cos 6 


(2), (3) e (4) em (1) 

AMS = pps no cd 
(1 + sen 0)? cos 0 
> 9 sen 9 - cos? 0 = (1 + sen 0} => 

=> 9 sen 8 (1 — sen? 0) = (1 + sen 0} => 
> 9 sen 0 (1 — sen 0) = (1 + sen 0)? => 


sen 8 = 1 >0= 
2 
=> 10sen20-7seng+1=0>º ou 
sen 8 = 1 > 20 = 2 - arc sen É 
5 5 


Resposta: T ou 2 - arc sen 1 
3 5 
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991. AABO: y? + x? = 25r? (1) 
Relações métricas no AABC 
(produto dos catetos = hipotenusa x altura) => 


> 5r- V4R2 — 252 =2R:x> 
5r + 4R2 — 25r? 


E = (2) 
(2) em (1): 

25 (4R2 — 2512) 2512 
2 = 25 - LAA > y= 
4 4R2 Y= R 
R 


Rd = rH 
992. r = Na J 
(H — m? = d2 + r? H — 2Hr= d 
> H? — 2Hr - dœ? = 0 >H =r + yd? +r? 


f 2 2 
pá == R= Ë > p= LA) 


2 
3 3 
sii GA E +) 
3d? 


993. Relações métricas no AABM: 
36 -36/3 =72-r=r= 18/3 cm 
A = 2m + TÊ > A = 377 => 
2 
>A = 37(18/3) => A = 2916r 


994. r= H: sen a (1) 
R=H-tga (2) 
H=G-cosa=>G= H 
cos q 
Sone - 18 , mR? + mRG _ 18 
Dat 5 2mr? 
R2 +RG _ 18 
2r2 5 
ee, H tga + Htga-Hcosa _ 18 
2P? - sen? a 5 


> 36 sen? a — 36 sena + 5 = 0 > 
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> (sen a = é ou sena = 2) 


E [2a = 2 arc sen ê ou 2a = 2 arc sen 2) 


N 


3a base 


2 
AABC > g? = (3a)? + (2) > g= e (1) 


AABC ~ AADO = Sal = do dd SC doa 
g 


3a 345 a 3a 
2 2 2 
5 p= 3aly5 — 1) 
4 
3 
A _4 [3a(/5 — 1) _ 9ma3(/5-—2) 
Vost. a are > Vest. a al 4 > Vost 2 


998. AABP > PA? = 10? — 6? => PA = 8 cm 
ABCP = PC? = 10? — 62 => PC = 8 cm 
6:8 


Sas = Spcp = 7 ? Sagp = Sgcp = 24 cm? 
_8:8 2 

Sacp = = 93 Su: = 32 cm? 

Cálculo da área do AABC: 


Sac = velp — alíp — b(p—c) = 
> Sapo = (10 + 4J2)(10 + 442 — 10 (10 + 4/2 — 842) > 
> Sasc = 8/34 cm? 


Voras + Vorac + Vopsc + Voasc = Vpasc > 
1 1 1 1 4 
>3 Sapo Ra S Ra So REG Sa R=5 Sac ` PB > 


= É (24+ 32+ 24+ 8/34 )= 5 29.65 R = 410 — 434) om 
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base face lateral 


O O 
VE) E 


O apótema da base mede a 


O apótema da pirâmide é igual à altura da face e mede = 


Cálculo da altura h da pirâmide: 
h? = (2) z 18] 
2 2 


?= 82 > p= M4, 
4 2 


Cálculo do raio x da esfera: 
Da semelhança vem: 


X = ME sd h >r-M43-1) 
1/3 3r 1 s3+1 2 

2 2 
ou seja: x = E3 — 1), 


Cálculo dos volumes: 


a) Da esfera: 


pir 3 3 2 2 4 
Então: 

pir. 3V2 r3 4 9 + 5/3 
Va 4 J6(3/3 — 5)mr3 27 
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1000. 


AABM > m? = 36 — 1 > m = 35 
AAHM > h? = m? — (43) >R? = 35 - 3 >h = 442 


AAHM ~ AAOP > — E = > p= 4210 +342 


3 
a2-R 35 8 
1001. r = raio da esfera 
R = raio da circunferência inscrita na base 


r a Q 
> =ig>>r=Rtg> 
R ts 2 ts 2 
a 
R =tga>h=Rtga 
(3 - RS g = 2843 
2 3 
Calculando os volumes: 
_4 _ 4 a 
Vost. o ui = Vesi. o ¿PR 
V = t6- $- 288 R) -R-tga = A Re 
pir, 3 2 3 
Então 
2 3mtg? 2 
Vost. = A Rg L ; 3 _ aea 2 
V, 3 2 2/3 R? tga 3tga 


1008. = t.h she 


AAOD = AO =h - 1 > A0 = V5 
AAOD > AD? = AO? — OD? > 
> AD? = (45) - 12>AD=2 


AAOD ~ AACB > R = + 13 
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1009. 


1014. 


1018. 


O lugar geométrico de todos os pontos que 
equidistam de A, Be C é a reta perpendicular 
ao plano por A, Be C, passando pelo circun- 
centro do AABC. 

O lugar geométrico dos pontos equidistantes 
de Ae D é o plano mediador do segmento AD. 
Logo, o centro da esfera circunscrita ao tetrae- 
dro ABCD é a interseção desses dois lugares. 
no = 2.03 a ao = 

3 2 3 


2 
AAOO' => AO? = AO'2 + 00'2 > R? = (48) +25R= 2434 


R 


CN MR, 7 B 


AAOD > R? = (2? — 2=>R, = 13 


A, = TRIR, + 2R,) > A, = mrV3(r/3 + 2/3) = 
>A, =9mr? (1) 
circ. 2 aa 
AoBM R$ =1?- (£) > R, = DD 
2 ES 


a gone 2 2 
Orrr? 
=> A 2 
toe 4 Ea 
e(2>A =bLA 
tone 4 tone 


Rel. métricas AAOB > R,R, = R, (1) 
V =3: Va > 


tronco esf. 
T2R = 
> a + RR, + R2) = 3: 21? > 
= R2 + R, R, + R3 = GR? (2) 
R, +R, = RV7 
= 
R, — R, = RV3 


De me 
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> (r, = DS rir, = DES R) 


Asonco = TR$ + TRZ + MR, + RJ? > 
2 2 2 
> Asronco = T YT + 43 + NT — 8 + 2v7 R = 
2 2 2 
S Arono — 127R? 
1025. Vonë = Vea. = Nshá = She. (1) 
AOAM: 


P=x + y => x= 12 - y? 
AABC: h2 = (21? — (2y? => 


cil. 


> ha. = V42 — 4y? (3) 


(2) e (3) em (1) > 


>r+x= 3/41 — 4y? >x=¿ 


1027. Por semelhança: 


1-2 sp=ê am 

R 8 3 

3.» 3 2 
b=5 2/3 => b=5 2/3 > 


> 0-38 qm 


v= B+ +blov= 3 (228 + 28. 28, 38, 
303 


3 2 2 
5 V= 48543 qm 
18 


1028. AAO'D ~ AAMC > 


= — 2 
a 40x > 2 = 16-8x+x 


"mb E 3 E 
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AOO'P > x2 + b? = 16 > 
> b? = 16 — x? (2) 
A =A = 


coroa base 
cone 


=> mb? — a?) = m(2/3) > 
> b? — a? = 12 (3) 
(1) e (2) em (3) > 


= el 
= 162» OE Ge Six = 12> 
>2x-2x+1=0=>2x=1m 
1029. cubo e esfera base do cubo e do cone 
A Æ N 
Ea é 
E AS 
S__A =? 
av2 r 


2 + u =ppsa- r (1) 


3 
a = 1.42 Y, EN (2) 
3 342 
2 

_ 2/3 _ 3 

R=- =n e- (Hr) >h 
2 q. 2p. o3 
pan am ps 3 sy = 243 
S 3 E 3 G 27 


1030. AADO' ~ AAEO > 
> 2=M2n=8 po 
1 h-5 
AADO' = AD? = (AO')? — (DO? > 
> AD? = 62 — 22>AD= 4/2 


AABC ~ AADO' > 


h=2 


R 8 

> d= O > R=2/2 
2 4/2 

V Vean Vost. 1 Vasi 2 í 
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mR2h 4 
=> V= E 3 TRÍ TR => 
2 
sq e E S É 
3 3 3 
1033. b 
J3 2 
área da coroa = área da base do cone > m(b2 — a?) = 058) > 


2 
>b- a2? = 3 (1) 


4 
E 2 Ay2 
APOA > b? = 12 — (x- L) s pa ASA fx FAXE (o 
A ue 
2 2 

AEPD ~ AEFC É. = 2 E 2719 + 12x — 36rx 3 

1/3 3r 36 (3) 

2 2 
(2) e (3) em (1): 
3r? — 4x2 + 4xr 27r? + 12x2 — 36x _ 3,2 A 

4 36 4 


> 16x2 — 24rx + 92 = 0 >x = Sr 
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AIDA — Superfícies e sólidos de revolução 


1038. 


1039. 


r2 =13? =h? 
r? = 15? — (14 — h}? 


=> 29 + 28h — h? = 169 — h? => h = 5 cm 
Então, r = 12 cm. 


V =V, +V, 
Assim, 
492. 
V= AA > V = 6721 cm?. 
A= As, + As, 


Assim, A = m + 12 + (13 + 15) > A = 3367 cm? 


Sejam ABC o triángulo e e o eixo que passa pelo baricentro de ABC 
e paralelo a AC. 


x+y= Sa 


2 
1 (nh 
= ga a 
2 (2) dá 
hY 1 
vi +Vo= (£) [2x + 2) i 29) 
hÝ (2 1 2 
V+ v= (2) (Ba-1 2) 
3 3 3 3 
4 
V, +V, = Lana 
1 2 81" 
2 
Va = En(22) 22 sv, = Ema 
3 (3 3 81 


4 
V=V, +V, +V, >V= — ha 
1 2 3 27 eai 
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2 
1041. e=4- (2) >r= 2 em 


2 2 
V= Veilindro E None 
Cilindro: altura = 3 cm; 
raio da base = r = e cm 


Cone: altura = 5 cm; 


raio da base = r = E em 
2 2 
Então: V= q| 222 | -3 - 2. Z/S] . 3 a y = Em, 
2 31 2 2 2 
cos 60° = S > AE=EF=2 em 
1052. No AADE: 2 5 
sen 60° = DE > DE = 5v3 cm 
o 4 
2 
V = Virando + Voe 
B 
tronco do cone: h = EF = > cm; 
r=DE= 543 cm; D 5 
de 
R = BF = 33 cm a 
2 
cone: altura = 2 em; 2 
raio = R = 5x3 cm 
Então: 
e 5 2 2 2 
y= 4 [5953] y 543.543 , (5/3) | ¿7 .(543] 5. 
3 2 2 4 4 3 2 2 
- 57,525 , 1,375 _ 8/57 y 1257 
12 16 3 8 64 8 
y= 18757 3 
64 
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1061. Os volumes dos sólidos gerados pelos triângulos ABE e DCF são 
iguais. 


B 27 É 
D a F 
cos 60° = L >= a=6cm 
No AABE: 12 
sen 60° = L = r= 6V3 cm 
12 y3 
v= Velneo 
cilindro: r = 6/3 cm; h = AD — a + a = 27 cm 
Então: 
V= (6/3) - 27 >V = 29167 cm?. 
A = 


Coilindro E Leone 

cone: r = 6/3 cm; g = 12 cm 

A = 2m: 6/3 -27+2-1: 6V3 -12 =A= 46843 m cm? 
1062. A, = 2míh e, 


cilindro 
em torno de e}: A, = 2mba 
1 
4 


em torno de es: A, = 2mab 
2 


1064. 

qa_1 z 

p a >p= 2 

No triángulo retángulo ABO, temos: 

52 = 4? + q? > q = V5 cm e p = 245 cm 
e 

5-d=p:q>d=2 cm. 


s = 224 5 = 20 cm? 


Pela fórmula de Pappus-Guldin: V = 2mSd, vem: 
V = 2r : 20 ; 2 > V = 80r com. 

De outro modo: 

V=V = mr?h = m(2d)? - 5 >V = 807 cm?. 


cilindro 
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1065. 
No triângulo retângulo ABO, temos: 
R 
sen 60° = 2 > R=36/3 cm 
36 
e 
cos 60º = n > h = 18 cm. 
36 
V = raro de cone E Wes) 
tronco de cone: R = 3643 cm; r = R = 1843 cm; h = 18 cm; 
g = 36 cm. 
cone: r = 18,3 cm; h = 18 cm; g = 36 cm. 
Então: 

m:18 2 2 T 2 
vs [(sov3/ + 363 - 1843 + (183) - Z (183) - 18} = 
= 2 - 67(3888 + 1944) > V = 699847 cm? 

A = DA mais + Atena) = 

>A=2-+ [m(36/3 + 18/3) - 36 + m- 18/3 - 36] = 

=2-1:36-72/3 > A = 518443 cm? 

De outro modo: 

V = 2584 > V = 27- 2048-38 . 18/3 = V = 69 984m om? 

A = 27fd > A = 21: (4 : 36) - 18/3 > A = 5 1844/3 m cm? 
1066. y= Veilindro F Vane = E, 

=> V = m : 162: 13 + T 162 -11> 

3 16 
y - 128007 m e 
3 B 24 A 

1068. V= A” + 2N oone = 


>V = mh?2(m — 2h) + 2- 
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1070. 
No A equilátero ADO: r = 10.43 >r= 5/3 m 
JT 2 Jr 
A = 2A atone Aatasindro 
54/3 10 
cone: r = == m; g = m 
d PES 
cilindro: r = 5/3 m; h = 10 m 
Jr Vr 
Então: 
5/3 . 10 5/3 . 10 
A=2:m: 292. 2427: 292. DL 5 A=200/3m 
Vr dm Vr Ju 
1071. A área do triángulo é: 
ah 
s= 2 en = 2 
2 É a 
3 a 
2 2 
Analogamente, bv, = 47S ecv, = e 
Assim: aV, = bV, = cV.. 
1072. 
A, =R:E=oh= A 
2 R 
A, =B=Rg+R=>8g8= È -R 
TR 
g? = h2 E R2 
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1074. 
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


2 2 2 2 
> (E R) = (2) +R > B 2B _ 4A 
TR R m2R2 T R2 
r S 242 
s R= B 4m2A 
2mB 
Por outro lado, 
2 
É 24) + R2 = 4A2 y B2- AmA? _ 
8 ( R B2 — 472A2 2mB 
2mB 
8TA2B + B? — 4m?A? _ B2 + 47m2A2 
=> ES — > g =. ES" 
B2 — 4m2A2 27B V2mB(B2 — 4m2A2) 
Notando a semelhança entre os triângulos AHM e GDM: d = a, 
v= asd va ama Bd pe A AM=m 
3 3 2 
= 2:28 >V=5S-2md 
a BN e 
HDM a 
Vs E iaa = 2V cone 
V =T- 2r-2. À ar -r= 2m- 2 anr = É anre = 
3 3 3 esfera 
r r 
A, = Tm: ac 
Multiplicando membro a membro 
por b: b : A, = mabc. 
A, = T: ab b q 
Multiplicando membro a membro ë 
porc:c: A, = mabc. 
; b A e 
Assim: bA, = cA € — = -£, 
C A, 
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1076. V, = Ínc?b e V, = Lab 
3 e 3 


Dividindo membro a membro: 


1077. V, = mcb; V, = Ambo;V, = Ema 


Partindo do 2° membro e fazendo as substituições, chegamos ao 


1º membro. 

1 1 1 1 

= a E E 
e y ¿mot? 1 2p402 


- 9b? +92 _ 9a? al 3a ) El 3a ) A 
mb2c?2 ma2h?2 


2 
2 
3 1 1 
= = |= = — (1º membro 
(5) É ] v2 ( ) 


1078. 


Para que Voras = Z Vago» basta que Vapa + Veps = 5 V 


2 2 
Mas Vaso + V 258) xt E LA da -x)= 


BPR cps 7 3 
= la” — 3a2x + 3ax?). 
2 
Temos ainda Visc = Ír BNO la 
3 2 4 
Assim: qe = 3a2x + 3x2) = £.Z.93 > 


3 
> 3ax? — 3a?x + a8 = E 
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Resolvendo a equação do 2º grau em x, temos: 


x= 2a oux = a 
3 
Então: x = PB = 2 oux = PB = 2, 
3 3 
1082. 
A=r:-h 
> B= tAr > 
B = mr2h 
r= 
TÁ 


1083. Giro em torno de y: V = mxy? (1) 


Giro em torno de x: V' = mx?y > y = 2a (2) 
TX 
Substituindo em (1): e 
y'2 y'2 y'2 
T qr2x4 rx? TV 
Substituindo em (2): y 


e 
ya o V' X 
Tè m2V2 
1084. V = m(x + m}? - y — um? = 


= myx? + 2mx) = 


2 
= mo + 2mmxy = 


= 2m(* + m)w = 92mdS 


1086. Volume: V = 2mabd (ver exercício dá 
Área: A=A,. +A. +2A e 


latint. latex. coroa 


>A= 2mb(a + 2) + 2mb e = a) + 
2 2 


leo PE 


=> A = 2m(bd + bd + ad + ad) > 
> À = 4rd(a + b) 
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1088. 
x2 = 102 - 82 => x= 6cm 
> 
y? = 102 — 62 > y = 8cm 
>r=x+y=>r= 14cm 
Vadão 7 Veilinaro A 
7840 
Véi = + 1420 1242- Ír < 14? - 2 => Válido = a cm? 
_ 16+12 E E 
Ae E Do 114 = Ara = 196 cm? > Audi = 196 cm? > 
> Cavas. = 14 cm 
cilindro Z T * 142 - 14 > Voando = 274411 cm? 
1089. 


No triángulo retángulo BMO: 
sen MBc = 2 = 1 > MC = 30° 
2a 2 


BM? = (2a)? — a? > BM = ay3 
2a-r=a: aa > r= 28 


A=Ax +A SA 28 (0/3 + a) >A = (3 + 48) -m -a? 


laty lat, 2 


2 
1 (0/3). _ ma? 
v=w + v= ¿(28 ) A O 


1091. No triângulo retângulo PAO: 
PA? = 502 — 202 = PA = 104/21 cm. 
Os triângulos PCA, PAO, POA' e AA"A' 
são semelhantes. Assim: 


PC _ PA PC  _ 10/21 
= == => = 

PA PO 104/21 50 
= PC = 42 cm e OC = 50 — 42 => 


=> OC = AA" = 8 cm 


=> 
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RD. 10y 20, dr 100 cm 
PO OA' 50 OA" 21 
AC o PA 2 AO _ 10421 gr = OM = 4V21 om 
AO PO 20 50 
AA" AA! 8 A'A" 16 
A = AA a Os AA a NNE cm 
PO OA' 50 10 21 
21 
V= 2 cone paro = Volindro oca” = eE z 
100 T 16 

=9/H 602. 2% -p - 8-A- e E) - 

(3 pI” 3 21 

21 : 232 848 
= HATO V = 7392/21 m cm? 

3/21 T 


De outro modo, usando a fórmula de Pappus-Guldin: V = 2rSd, em que: 
§= He = 4/21 - 42 = 168/21 cm? 


ed=06=00 + E =8+14=22cm 


Vem: V = 2m * 168/21 -22 > V = 7392/2111 cm? 


2 
1092. n =r- (E) asf RS E 
2 2 = 
Voólido + 2V ronco = / EN 
T: NE E ñ 2 
=2 2 R +R- E, (8) = N y 
2 2 ES e 
mR/3 , IR? y = Tm3 ps 
3 4 sólido 12 
.4 
Veststa o zar 
4 
= R3 
Então: Mestera = oan 5 Msi — 164/3 
sólido Erê R3 aid 21 
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AUD — Superfícies e sólidos esféricos 


1103. d=3 cm 
Y 2 1R(R — 3) 
L= 5 2mR(R + 3) 


=> 3R + 9 = 5R — 15 > R = 12 cm > 


S Ven = 5 m- 1235 Varera = 23047 cm? 

A. 2 4 
1105. 2-2 

A 5 ES, 


r2 +(R=h? =R? 
> r? + R? — 2Rh + h? = R > 


2 +h =4 | A 
> 


>Rh=8 
od 22, 8 -2 R EA 
PARZR—h) 5 2R? — 8 5 
A = AmR2 > A 56r cm? 


sup. esf. sup. esf. = 


1106. R=10cm 


No AOAB: 
10 
A. = 27: 10-55, = 1007 cm? 10-h 


1107. a: aresta do cubo inscrito na esfera 


R= 88 o a= 2845 
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1108. A, — A} = Ayro. 27R(2R-—h)-27Rh= TP => 
> 4R? — 2Rh — 2Rh = r? => r? = 4R(R — h) = 4R? — 4Rh 
Mas r? = R? — (R — h)? = 2Rh — h2, 
Igualando: 4R2 — 4Rh = 2Rh — h? = h, — 6Rh + 4R? = 05 


h = R(3 + 45) (não convém) 
> 4 ou 


h = R(3 — 45) 
Vem: R — h =R — R(3 - V5) = R(1 - 3 + 45). 
Assim, R — h = (V5 — 2)R. 
1109. A? = A; ` Asup. est. > [ZÉI(2r — h)? = (2%rh) (MAP) > 
> (2r — h}? = 2rh =h? — 6rh + 4P? = 0 => 
h = r (3 + 5) (não convém) 
> ou 
h = r(3 — 45) 
Vem:r—h=r- r(3 - 45) = r(1 - 3 + 45). 
Assim, r — h = (45 — 2)r. 


1110. R= 12 cm 
No AOAB: 
12 =h 
2 ” 
> h = 6 cm 
A= 2m: 12. 6> 
> A = 1447 cm? 


sen 30º = 


1111 Mióta =2m EN 
“A = 3A 


calota à 
B 
= .4 
>2m:R:2=3wR=>1=m ASS A 
No triángulo retángulo ABC: 
?2=2-(2R-2 > =4R-1)> 
>4R=D=1% 5 p-1=2 5 R= Bm č 
9 9 9 
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1118. 


1114. 


1115. 


1116. 


h = 8 cm 

r = 3cm 

r = 5 em 

R2 = (8 — x}? + 32 

e = 


R2 = x2 + 52 

> (8 — x)? + 9 = xX + 25 > 

> 64 — 16x + X +9= X + 25> 
> 16x = 48 > x = 3 cm > 

=> R? = 25 + 9 > R = V34 cm 

A. =2m:R:h=2r: V34 -8>A 


zona zona 


= 164/34 m cm? 


8 > 
A =A 


zona fuso 


= 2mR: 5 = E 4mR? => R = 20 cm => 
V= S me 209 > V= SE cm 


e 
A = 41:20? > A = 16007 cm? 


h = 5 cm; a = 60º = 360% 
=> 


— À = A 
sup. esf. zona fuso 


> MAR DAR 5 = Š AR > 4R-10= ER =R=30m 


a = 60º = 360" 
6 
h=8cm > 
A, = 3A 
uso zona 2 sup. esf. 


> 
148 +24R-8 = 2 .44R2 > É +16=6R>R=3cm 


Fundamentos de Matemática Elementar | 10 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


1117. 


1118. h=2d 


zona — 4º eírculo 
Mas R? = r? — d2. 
Igualando, vem: r? — d? = 2rd > d? + 2rd - °? = 0 > 


d = r(=1 = 42) (não convém) 


| > Zár-2d= ZáR2 > R? = 2rd 


= |! ou > 2d = (42 - 1) -2r 
d = r(-1 + 42) 
1119. R=10cm 
E > 27:10-(10-d=m-:r:105 
A =A 
zona f 


=> r = 20 — 2d = r? = 400 — 80d + d 

Mas r? = 100 — d? |= 

= 400 — 80d + d? = 100 — d? > 2d? — 80d + 300 = 0 => 
d = 5(4 + 10) (não convém) 

> q? 40d + 150 = 0 > ou 


d = 5(4 — V10) 
Assim, d = 5(4 — V10) cm. 
1120. A =l.aA => á-R-g= Í 24th >5Rg= 2rh (1) 
5 Loone 5 zona 5 


(h = A? + R = esh? 2h H e RSS 
=h? — 2rh + R? = 0 (2) 
g? = h? + R? (3) 
g = O (não convém) 
(1),(2)e(3) => g2? =2m > g? =5Rg > |! ou > 
g = 5R 
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> (5R)2 = h2 + R2? = h = 2R/6 
5 = O (não convém) 
Como h = E, vem 2RV6 - 5R-5R _ Jou 


2r R= 4/6r 
25 
i r 48r 
Assim, h = 246 : 4V6 — = —. 
! Vore 
Logo,h — r = 48 pu ques h=r= 2%, 
25 25 
1121. Ana o Asup. esf. r=d nd 
> 2mr(r + d) = 4m(3d)? > des 
> r(r + d) = 180? = YA 
> 180? + rd -12=0= 
qe 14 NM, 
36 
ou 
g=1-4B, (náo convém) 
36 
=> 4 ou 
d- 1+YB, 
36 
ou 
d= 11-473 r (não convém) 
36 
Assim, d = 1+V73 oud= =1 + 73 r. 
36 36 


1122. A = À > 2mrd = mr? + mR? > 2rd = r? + R? 


zona circ. máx. +A 
Mas R? = r — d2, 
Assim, 2rd = 1? + 1? — d2 > d? + 2r- d- 2P = 0> 
d = r(-1 — 3) (não convém) 
> 4 ou 


d = r(-1 + 43) 
Logo, d = (V3 — 1)r. 


seção 
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1123. A. = Asalota > 
5 t:hey=27R(R+m> 


> hy = 2R(R + m) 


x2 
2 

= Ao SÉ pn 

x x 
> X — R? = 2R(x + R) > xX — 2Rx — 3R? = 0 > 

x = —R (não convém) 
= 4 ou 

x = 3R 


Logo, x = OP = 3R. 


1124. S=4mR2+2m(2 + 13 +... +17. 
Dividindo ambos os membros da igualdade por 27R?, temos: 


2 2 2 
É sa a A ce 
2nR? R2 2nR? 
2 2 2 
Pr. +r 


R2 


Mas r2 < R2, r2 < R?, ..., r2 < R2. A Se 
Assim, r2 + r2 +... + r2 < NR? e 


2+2+..+/0 
e A A <N. 
R2 n 
Temos, portanto: a 2=N. 
2mR2 
Obs.: Caso a reta comum do feixe seja secante à esfera, teremos 
N = 1, e a desiguldade se verifica. 
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1127. A = 1007 cm? 


calota 
20 > 2r : 10h = 1007 > h=5cm 
R= > = 10 cm 


Mas r? = 10? — (10 — 5} > °? = 75. 


T:5 6257 
3 


Logo, V = 22 (8:75 + 25) > V = cm3 


1128. R= 10 cm 
(d=R-h=2o0ud=2R-h > 
=> h = 8 cm ou h = 12 cm 
Ainda, r? = 100 — 4 = 96. 


Assim, V = Te (3 - 96 + 64) Nu 
ou 


v=T -12 (3 - 96 + 144). 


1 4087 


Logo, V = em? ou V = 8647 cm? 


1129. h=4cm 


n-A, jaa? + 42 + 42] = ŽE (96 + 16) => V= 22AT oms 


1131. R = 20 cm 
h=6-3=3cm 


r2 = 202 — 32= r? = 391 
2 = 202 — 62 = r2 = 364 


Vem: V = EI [3 - (391 + 364) + 32] = 
> V = 11377 cm? 


1132. R=15cm 
h=2d=2-6=12cm 
r? = 15? — 6? > r? = 189 


Vem: V = T -12 - [3(189 + 189) + 122] = 2r - 1278 => 
=> V = 25567 cm? 
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1134. V V = M 


sólido — “cone segmento 
APOA ~ APAB > 
erica 6 sê 


2 2º p2 
aturi h= mwa Ls CESAR 
Cone “4 h 
raio da base: x = Y = R . h2 — R2 
h h 
2 
A e A n a 
Vesne 3 (By =R ) O — F e (h R ) 
h? — R? _ mw R? 2 m R 
a a PR S a OOR 
altura: R- m=h-m+R-h= 
segmento 2 _ p2 p 
em E SR apa Rh R 
esférico h n 


“q Rh-R R 2 hn | 
SS 22) (=) - 


= i Pn — R)[3R2(h + R) + Rh RJ) = 

= E. Bb Rfs + 4R2h) = 2z Rn, RE - (R + 2h) = 
= a = “(n— R2 - (R + 2h) 

Então, Vaig, = a l E (h — R2[(h + R2 — RR + 2h] = 

= a . — (h — R)? -h2 = V aido -1.É - (h — RJ. 
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1135. 


1136. 


1137. 


136 


= 30 -15 cm 
2 
d, =12m > 
> h=12-8 => h=4m 
d, =8m 
>A = 2m : 15- 4 >A = 120r m? 
r = 15? 122 = 225 — 144 = 81 
rá = 15? 82 = 225 — 64 = 161 
V= TA [3-(161 + 81) + 16] Sy i y 
Voie = V segmento = 
> É .(2-0)-d=L tr-a B- d) + (rd), rd> 
3 6 
>(r+d) -d= 50 -d)[3(r+d+r-d>d+rd-12=0> 
Fa) X 
d= 1-5 r (não convém) ES 
2 DS 
> | ou XA 
d E 
2 
xX = r - q 
Assim, d = Sair 
2 
V segmente = Vesgo = 
> o a) (Br? + (r d)?] = TR? > 
= 2 
> EL ara +t- a= (e -da> 
=> 1d (4r + 2d) = rd + d? > 
d= E r (náo convém) 
> 2d? + 2rd — °? = 0 => 4 ou 
d= Bt, 
2 
Assim, d = 3-1, 
2 
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1138. Há duas hipóteses a considerar: 


Nono = A sgmanto =R>x+d=R + ¿RE = 12, 


Temos: | A] 
T. e(R = J=) o 


=k= 


r2 
> +kRVR2 — r? = r? — kr? — kR2. 
Elevando ao quadrado: 
r4 - (1 — k)? + kR23k — 2)r? = 0. 
Dividindo por r?: 
r2(1 — k)? + kRY3k — 2) = 0 > P = 


> k => 


k(2 — 3k) 
(1 =k)? 
A área da base será: A = mr?. 

k(2 — 3k) 
(1 =kP 


2 


Assim, A = - TR2, com k < 7 


1143. R= 10 cm 
No AAOC: cos 60º = — => h, = 5 cm. 


No ABOD: cos 45° = 2 > h, = 5V2 cm. 


[ 
oh” ol 


< 
II 
l 


Sme (5V2 = 5) 3 


É q: 100-5(V2 + 1) > 


U 
< 
| 


= (ND tamem? 


y 
< 
| 


e 


1146. V Via > Bo, 


setor — n esfera NS n 
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No triângulo retângulo ABC: 


P=n-er-m>r= Bar - 28), 


> 12 = 4R2 - iia => p= m1 :-2R,n>1. 
n n 
1147. Van = V 
corda: £ 
h: projecáo da corda sobre o eixo 
ver Le sh= XL 
6 mt? 
1148. € = 5cm 
h? = 5? - 32 => h = 4cm 
y= Ti. 
6 
= v= 307 cms 
3 


1149. (21? + (2r)? = (2r + 2x)2 > 


>x = r(V2 — 1) nR 
R=2r+x> 
R 
= [= 
1+ 2 
Voólido Va AN coñe > 
2 R Y 
Es T 
> V sólido 3 mR? — 4. zz) R S 
2 2 
> Vaa = E TR 1 - —— | > 
sólido 3T ( — E 
2r 
2 1 +242 
ES IM E 
sólido 3T 3 + 2/2 2 
= Visio = É(AVD — 5)mR? 
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FUNDAMENTOS DE MATEMÁTICA ELEMENTAR 
é uma coleção consagrada ao longo dos 
anos por oferecer ao estudante o mais 
completo conteúdo de Matemática 
elementar. Os volumes estão organizados 
da seguinte forma: 


VOLUME 1 | conjuntos, Ag 


sequências, matrizes, 
determinantes, sistemas 


complexos, polinômios, 
VOLUME 6 = 
equações 
| VOLUMEZ| geometria analítica 


limites, derivadas, 
noções de integral 


matemática comercial, 
matemática financeira, 


estatística descritiva 


A coleção atende a alunos do ensino 
médio que procuram uma formação 

mais aprofundada, estudantes em fase 
pré-vestibular e também universitários que 
necessitam rever a Matemática elementar. 


sg 
pe Atual 


Os volumes contêm teoria e 
exercícios de aplicação, além 
de uma seção de questões de 
vestibulares, acompanhadas de 
respostas. Há ainda uma série 
de artigos sobre história da 
Matemática relacionados aos 
temas abordados. 


Na presente edição, a seção 
de questões de vestibulares foi 


atualizada, apresentando novos 
testes e questões dissertativas 
selecionados a partir dos 
melhores vestibulares do país. 


978-85-357-17. 


